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Introduction générale 


Ce cours est un exposé élémentaire destiné à des étudiants ayant 
effectué quatre années d’études mathématiques de niveau universitaire. 
On y suppose connus des éléments d’analyse fonctionnelle, d'analyse de 
Fourier, de théorie des distributions (en particulier l’analyse de Fourier 
dans § et §')}. Un rappel des notations, concepts et résultats principaux 
utilisés dans la suite du cours (avec des références) fait l’objet du 
chapitre 0. En revanche, aucune connaissance en équations aux dérivées 
partielles n’est requise, bien que le fait d’avoir été initié au sujet ne puisse 
pas nuire. 

Ce cours a été enseigné (sous le titre « Opérateurs pseudo-différentiels 
et théorème de Nash-Moser ») à l’Ecole Normale Supérieure à partir 
d’octobre 1986, dans le cadre du « Magistère de Mathématiques Fonda- 
mentales et Appliquées et d’Informatique », à des élèves de deuxième 
année. 

Bien que les thèmes abordés appartiennent plutôt à la littérature de la 
recherche, nous nous sommes efforcés d'éviter toute discussion savante, 
tout « clin d'œil », toute allusion sibylline susceptibles d’ouvrir des abîmes 
sous les pas du lecteur. Dans chaque chapitre, est choisie et développée 
une certaine présentation du sujet ; le commentaire de fin de chapitre 
indique les sources, les variantes, certains prolongements actuels, et les 
connexions entre les thèmes traités. 

Enfin, nous avons rassemblé de nombreux exercices, répartis en deux 
classes. Certains, élémentaires, sont destinés à faciliter et à contrôler 
l'assimilation du cours. D’autres, plus complexes, et marqués d’une 
étoile (*), présentent des développements récents qui ne sont parfois 
publiés que dans des articles : que leurs auteurs nous pardonnent cette 
simplification ! Ces exercices, contrairement à ceux de certain(s) traité(s) 
fameux, peuvent être effectivement résolus par de vrais étudiants, comme 
l'expérience de l’enseignement à PENS l’a montré. 

Nous avons souhaité que ce texte puisse être également utilisé par des 
chercheurs comme une introduction simple et auto-contenue à des sujets 
qui ne leur sont pas familiers. 
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La double destination de ces notes nous a conduit à leur garder leur 
brièveté, au prix parfois d’une certaine densité du texte (que nous croyons 
néanmoins accessible aux étudiants motivés). Nous avons pensé en 
particulier à de nombreux collègues de « Mathématiques Appliquées » 
désireux d'utiliser le théorème de Nash-Moser dans leur recherche ou de 
se mettre au courant de l’analyse microlocale, sans entrer dans les arcanes 
de la littérature spécialisée : ils pourront lire les chapitres voulus indépen- 
damment les uns des autres. 

Le choix du matériel présenté tient aux goûts personnels et aux 
domaines de recherche des auteurs, qui croient par ailleurs qu’on ne peut 
espérer résoudre certains problèmes (non linéaires) difficiles en faisant 
l'économie des opérateurs pseudo-différentiels. 

Les auteurs reconnaissent leur dette envers de nombreux mathémati- 
ciens (cités dans les commentaires) qui les ont inspirés pour la présentation 
des sujets abordés, et tout particulièrement envers L. HÔRMANDER, 
auquel les chapitres I et III.C doivent l'essentiel de leurs contenus 
mathématiques. La bibliographie présentée en fin d’ouvrage indique les 
sources utilisées. 

Nous avons cherché, tout en présentant des concepts importants qui 
sont les points de départ de nombreux développements récents, à aboutir à 
de vrais théorèmes : régularité elliptique microlocale, propagation des 
singularités, existence de solutions de systèmes hyperboliques quasi 
linéaires, existence de plongements isométriques, théorème de Nash- 
Moser. Le plan de l’ouvrage est le suivant : 


— On expose au chapitre I la théorie « minimale » des opérateurs pseudo- 
différentiels, dans un cadre global (sur R”) qui se révèle être agréable dans 
la pratique. Les points principaux en sont le concept de symbole, le calcul 
symbolique des opérateurs, l’action dans les espaces de Sobolev et 
l’invariance par changement de coordonnées. Le texte ne présente 
qu’assez peu d’applications concrètes, et les preuves les plus techniques 
sont regroupées dans l’appendice, afin de faciliter au lecteur une vue 
d’ensemble du sujet. Les exercices du chapitre I, particulièrement nom- 
breux, introduisent aux multiples variantes de la théorie proposée, et en 
présentent quelques applications, notamment à l’analyse sur les variétés 
compactes. 

— Le chapitre II regroupe trois thèmes. Dans la partie A est exposée la 
théorie de Littlewood-Paley de « décomposition dyadique » des distribu- 
tions : celle-ci systématise le découpage naturel de l’espace des fréquences 
é selon leurs tailles ||, lié au calcul symbolique classique du chapitre I. 
Cette théorie très simple permet d’obtenir rapidement d’intéressantes 
propriétés des fonctions composées dans les espaces de Sobolev et de 
Hôlder. La partie B présente le concept de front d’onde et ses liens avec 
les opérateurs pseudo-différentiels : il s’agit cette fois du découpage 
conique de l’espace des fréquences £& selon leurs directions é € S"”!, lié 
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aux homogénéités des symboles classiques. Enfin, la partie C contient un 
traitement des inégalités d'énergie hyperboliques pour lequel les opéra- 
teurs pseudo-différentiels se révèlent être un outil efficace. La fonction du 
chapitre II est donc de présenter des applications fort utiles de la « théorie 
sèche » du chapitre I, tout en préparant le matériel et les concepts dont on 
aura besoin au chapitre IH. 

— Le dernier chapitre discute certains problèmes de caractère non 
linéaire apparaissant en géométrie ou en analyse, et qui peuvent se réduire 
à des problèmes de perturbation. Le plan du chapitre reflète les différentes 
situations qui se peuvent recontrer: situations «elliptiques» où le 
théorème des fonctions implicites banachique usuel suffit ; situations « de 
point fixe», comme celles qu’on trouve souvent dans les problèmes 
hyperboliques non linéaires, ou encore dans le problème du plongement 
isométrique ; situations enfin où la « perte de dérivées » est trop grande, 
nécessitant l’usage d’une technique de Nash-Moser. Le théorème de Nash- 
Moser repose entièrement sur l’obtention d’inégalités a priori « douces » 
(que les anglophones nomment « tame ») ; le lecteur, déjà familier avec les 


Calcul symbolique classique 
des opérateurs 
pseudo-différentiels 


Théorie de 
Littlewood-Paley 


Inégalités d'énergie 


Propagation des 
singularités 


Situations de es | 
perturbations elliptiques Situations de point fixe 


Théorème de Nash-Moser 
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inégalités a priori (présentées au chapitre I et au chapitre III.C), saisira le 
concept d’estimations « douces » par son lien évident avec la théorie de 
Littlewood-Paley et le calcul paradifférentiel de J.-M. BONY (chapitre 
U.A). ; 


Ainsi se trouve établie l’unité profonde de ces notes, que l’on peut 
schématiser ainsi : 

Dans cet esprit, nous avons été très heureux de prendre récemment 
connaissance du travail de L. HÖRMANDER [H9], qui éclaire les liens entre 
opérateurs pseudo-différentiels et paradifférentiels, méthodes de point 
fixe et théorème de Nash-Moser. 

Finalement, nous tenons à remercier G. BENAROUS et J. B. BOST 
(Ecole Normale Supérieure, Rue d’Ulm, Paris) pour les précieuses 
suggestions dont ils ont bien voulu nous faire part. 


CHAPITRE 0 


Notations et rappels 
de théorie des distributions 


Dans ce chapitre, nous introduisons les diverses notations utilisées dans 
le cours, tout en rappelant quelques éléments de théorie des distributions 
et d'analyse de Fourier, qui seront d’un usage constant. Nous supposerons 
donc, dans les chapitres suivants, ces notions familières au lecteur. 
Néanmoins, un étudiant un peu moins avancé pourra trouver les démons- 
trations des résultats cités plus bas dans le livre de J. CHAZARAIN et 
A. PIRIOU [CP] (chapitre I, paragraphes 1, 2 et 4) ou dans celui de 
W. RUDIN [R]. Au lecteur ignorant tout des distributions, nous conseillons 
la lecture préalable du cours de L. SCHWARTZ [S], tandis que l’étudiant 
soucieux de tester ses connaissances dans ce domaine trouvera dans 
l’ouvrage de C. ZUILY [Z] un grand nombre d’exercices corrigés, accompa- 
gnés de rappels de cours. 


1 ESPACES DE FONCTIONS DIFFÉRENTIABLES ET OPÉRATEURS 
DIFFÉRENTIELS 


Soit 2 un ouvert de R”. Si k est un entier positif ou nul, nous 
désignerons par C*(A ) l’espace des fonctions k fois continûment différen- 
tiables sur 2, à valeurs dans C. De même, C°(92) désigne l’espace des 
fonctions indéfiniment différentiables sur 2. Ces notations s'étendent 
d’une part au cas où N = M est une variété différentiable, d’autre part au 
cas où l’espace d’arrivée n’est plus C mais un espace vectoriel topologique 
E sur R: on notera alors C“(Q, E), C°(9,E) les espaces correspon- 
dants. 

Pour ke NU {%0}, CCQ) désigne le sous-espace de C*(A) dont les 


éléments sont nuls en dehors d’un compact de N, tandis que C*(9) est 


formé des restrictions à 2 d’éléments de C(R"). 
Pour noter les dérivées partielles d’un élément de C“(), nous 
utiliserons les multi-indices. Un multi-indice æ = (æ@,,..,æ „) est un 
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élément de N”, son module | a | est par définition |a | =a; +- +a, et 
p l n 


5 pet ; ð ; 
on pose a! = a! æ ,!. Pourj € {1,... n }, la dérivation — sera aussi 
1 n 3x 


notée ð x OÙ 8; lorsqu’aucune confusion n’est à craindre. Pour des raisons 
liées à la transformation de Fourier (voir paragraphe 5 ci-dessous), il est 
également utile d’introduire la notation D; = — i È. Une dérivation 
J 
d'ordre plus élevé sera alors notée 8* = ð}' ... 8," ou DË = D.. D". 
Nous utiliserons aussi cette convention pour désigner les monômes 
construits sur les composantes d’un vecteur de R”. Ainsi, si xe R”, 
xI = g a Ap” 

Un opérateur différentiel sur {2 est une combinaison linéaire finie de 
dérivations d’ordres arbitraires à coefficients dans C°(9). Il est dit 
d'ordre m si les dérivations d’ordre supérieur à m n’y apparaissent pas. En 
d’autres termes, un opérateur différentiel d’ordre m sur Q s’écrira : 


P = D a,(x) D*, 


al sm 


où les a, E C°(N) sont les coefficients de P. Sous cette forme, il est aisé 
de constater que P définit une application linéaire de C**"({) dans 
cH) pour tout k. Le symbole de P est la fonction polynomiale en 
é définie sur N2 x R” par 


pœ g)= Y ae", 


lal <m 


tandis que son symbole principal d'ordre m (ou symbole principal si aucune 
confusion n’est à craindre) est la fonction homogène en é : 


Pm(X, £) = £ da(x) E”. 


|a] =m 


2 DISTRIBUTIONS SUR UN OUVERT DE R” 


a) On appelle distribution sur Pouvert N toute forme linéaire u sur 
Cÿ (9) satisfaisant à la propriété de continuité suivante: pour tout 
compact K, il existe un entier m et une constante C tels que: 


VpeCÿ(9) nulle en dehors de K, 


| (u, p }| =C sup sup [2*e(x)]. 


xEKļ|a| sm 


L'espace des distributions sur {2 est noté D' (Q). Il contient en particulier 
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l'espace Lhe (2) des fonctions localement intégrables sur 9, selon l’identifi- 
cation suivante : 


VpeC$(Q), VfeLi(®), (f p) = [re eco ax. (2-1) 


Un autre exemple de distribution est donné par la masse de Dirac en un 
point. Si x € N et ç e Cé (2), on note (5,,p) = p (x). 


b) Soit ue D'(92). On définit 3u e D' (N) par la formule : 
(du, p) = — (u,8;p), 


qui, compte tenu de identification (2.1), prolonge bien aux distributions 
l'opérateur ð, précédemment défini sur C'(92). De même, si ae C°(9), 
au € D' (N) est définie par : 


(au, p} = (u,a y. 
Ainsi, tout opérateur différentiel P = Y'a, D“ se prolonge en une 


application linéaire de D' (2) dans lui-même, par la formule : 
(Pu, p = (u, ‘Pp}, 
avec ‘Po = Ẹ (- 1)! *! D° (aa +). 


c) Si 2' est un ouvert contenu dans N2, et si ue D' (N), la restriction 
u|,, de u à N’ n’est autre que la restriction de la forme linéaire 
u à l’espace C(2')c CER). On dira alors que u est nulle (resp. de 
classe C$ sur Q' si ul o =0 (resp. u|p peut être définie par 
feC“(A') selon la formule (2.1)). Pour que cette définition soit 
maniable, il importe que l’on puisse reconstruire 4 à partir de ses 
restrictions sur les ouverts d’un recouvrement de N. Cest l’objet du 
lemme suivant. 


LEMME DES PARTITIONS DE L'UNITÉ. Soit ((2;) une famille d'ouverts de 
N telle que N = (y 9;. Il existe une famille (æ;) de fonctions telles que : 
i 


i) Yj, g;e C®(Q), supp (#,)c R, 0<p;<l. 

ii) Pour tout compact K de N, {j, K A supp ej # © } est fini. 

iii) Dans 2, X p; = 1. (Cette somme est bien définie d'après ii).) 

J 

Outre les références déjà citées, le lecteur pourra se reporter à l’exercice 
6.1 du chapitre I pour une démonstration du lemme ci-dessus (proposée 
sous l'hypothèse © ; compact dans 2; le cas général en est une 
conséquence facile). 
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A l’aide de ce lemme, on montre par exemple que, si ©. N; =N etsi 


j 
ulo, = 0 (resp. ulo, e C*) pour tout j, alors u = 0 (resp. ue CN }). 


Ceci nous amène aux définitions suivantes : on appelle support de u 
(resp. support singulier de u) le complémentaire dans 2 des points au 
voisinage desquels u est nulle (resp. u est de classe C®). Le support de 
u est noté supp u ; le support singulier de u est noté supp sing u. Ce sont 
deux ensembles fermés, vérifiant supp sing u c suppu, et le résultat 
précédent se paraphrase par les équivalences : 


u = 0 < supp u = Ø 
ue C” < supp sing u = Ø. 


Enfin, remarquons que si ue CR), le support de u défini ci-dessus 
coïncide avec l’adhérence de {xe Q, u(x) # 0}. 

L'espace des distributions à support compact dans N est noté 
E(N). Il s’identifie à l’espace des formes linéaires sur C°(9), continues 
pour la topologie définie par les semi-normes 


sup sup |o*p(x)|, 


xekK |a| sm 


K parcourant les compacts de (2 et m les entiers. 


3 CONVOEUTION 


a) Soient u et v deux fonctions C” à supports compacts. On pose : 
u + v(x) = f u(y) v(x — y) dy = | u(x—y)v(y)dy. (3.1) 


La fonction uv ainsi définie est C” à support compact vérifiant : 
supp (u xv ) c supp u + supp v . (3.2) 


On l’appelle la convolée des deux fonctions u et v. 

On peut bien sûr définir la convolée de fonctions moins régulières. 
L’extension la plus naturelle concerne les fonctions sommables : si 
u et v appartiennent à L'(R”), alors u*v définie par (3.1) appartient à 
L'(R") et on a: 


f [u x 0 (x) | ax= | [u(x)| ax. | [u(x)| dx. 


Néanmoins, ce n’est pas cette extension que nous utiliserons le plus 
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fréquemment, mais plutôt celle décrite dans les paragraphes b) et à) ci- 
dessous, qui concernent les cas où u e D'(R”), ve CS(R"), puis où 


ue D'(R'),ve68'(R”). 
b) Soient u e D' (R”) et v e CR’); la formule 


uxv(x) = lu, 0, avec v,(y)=v0(x-—»y), 


définit sur R” une fonction u v de classe C”. Cette fonction vérifie en 
outre : 


(u xv) = dux0 = u x 0°v (3.3) 
supp (u +0) c supp u + supp v. (3.4) 


c) La convolution est à l’origine du très utile procédé de régularisation, 
que nous décrivons maintenant. 
Soit pe CS(R"), positive ou nulle d’intégrale égale à 1, et soit 
€ >0; on pose p,(x) = #7" ( ž ). Alors, si u e D' (R”), la famille de 
E 


fonctions C” u, = u xp, converge vers u lorsque £ tend vers 0, au sens 
où: 


VyecC, [uuaa (u, HD. (3.5) 


L'intérêt de ce procédé d’approximation par des fonctions régulières est 
que le mode de convergence de u, vers u est essentiellement décrit par la 
régularité de u. Ainsi, si u € C (R"), u, converge vers u au sens des semi- 
normes sup sup |8*v(x)|, où K parcourt les compacts de R”; si 

xEK |a| sk 
ue LP(R") (1 =p=<+ œ), espace des fonctions de puissance p-ième 
sommable, u, tend vers u dans L”. 

De plus, la relation (3.4) montre que le support de u, est arbitrairement 
proche de celui de u lorsque £ tend vers 0. A l’aide d’une « troncature », 
on étend ainsi le procédé de régularisation aux distributions définies sur un 
ouvert N de R”, montrant par exemple que CF(N) est dense dans 
LP(9) si pe a, + œf et dans D'(2) pour la «topologie faible », i.e. au 
sens de (3.5). 


d) Pour définir la convolution de deux distributions, on constate 
d’abord que, si u e D' (R”), v, ç e C SR"), 
EC p(x) dx = (u, D= e), 


où l’on a posé (x) = v(— x). 
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Après avoir étendu l’opérateur v ++ D aux distributions par : 
(D p) = w, ĝ), 
on pose, pour u € D'(R"), v e 8&' (R”) et ¢ e COR"), 
uxv,p} = (u, Dxp). 


On définit ainsi une distribution u +v sur R”, qui vérifie encore (3.3) et 
(3.4), auxquelles on peut ajouter : 


supp sing (u x v ) c supp sing u + supp sing v . (3.6) 


Par exemple, si ô = 68, désigne la masse de Dirac à l’origine, on a, pour 
toute distribution u sur R”, u x ô = u. La convolution des distributions est 
fondamentale dans l'étude des opérateurs différentiels à coefficients 
constants. On en trouvera une illustration dans l'introduction du chapitre I, 
paragraphe 1.1, où la preuve de la relation (3.6) est également esquissée. 


4 NOYAUX 


Soient 92, et 92, deux ouverts de R”, et soit Ke D'(9, x A,). La 
relation : 


(Axv,u) = (Ku@®v}, (4.1) 


où ue CG (N,), ve CECR), u Q v (x, x2) = u(x) v(x), définit une 
application linéaire Ag: C6 (02) — D'(92,), continue au sens suivant : 
pour tout u E C4(2,), pour tout compact K de 42, il existe une constante 
C et un entier m tels que, Yv e CS(92;) supportée dans K, 


|{Axv,u)|<C sup sup |ð“v(x)|. (4.2) 


xeK |a| =m 


Lorsque Ke Lbe(2; x 2), la relation (4.1) s’écrit plus familièrement : 
Ax L(x) = f K(x, x2) v (x) dx. 


De façon générale, la distribution K est entièrement déterminée par la 
relation (4.1), et est appelée le noyau de l’opérateur 4,4. 

Un théorème de L. SCHWARTZ assure que tout opérateur 
A:C565 (03) D'(0,), continu au sens de (42), admet un noyau. 
Néanmoins, nous n'’utiliserons jamais ce théorème dans la suite, car les 
opérateurs que nous manipulerons ont des noyaux aisément identifiables. 
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Par exemple, le noyau de l’opérateur différentiel P — À a,{x) D” est la 
distribution K(x,x,) = Y'a, (x) D°5(x —x), où & est la masse de 


Dirac; le noyau de l’opérateur de convolution par la distribution 
ue D'(R") est K(x, X2) = u(x — x2). 

La notion de noyau donne lieu à une étude plus algébrique des 
opérateurs. Par exemple, étant donné un opérateur 4 de noyau 
K, il est aisé de définir l’opérateur transposé de A (noté ‘4), caractérisé 
par : 


Vue CF, Yve CF, <Av,u) = ('Au,v). 
Il suffit de prendre pour ‘A l'opérateur de noyau 
K(x, X2) = K (x, x). 


Le noyau permet également de contrôler les supports (et les supports 
singuliers). Par exemple : 


supp (4x v) c {x, 3x, € supp v, (xı, x2) E€ supp K} . 


On a une relation analogue pour le support singulier. 


5 ANALYSE DE FOURIER SUR R” 


a) On introduit d’abord l’espace 8 des fonctions C® à décroissance 
rapide sur R”. C’est l’espace des fonctions u, C® sur R”, vérifiant : 


Va eN”, YB eN”, sup |x" afu(x)| <+ æ. 
xeR 


On munit l’espace § des semi-normes ainsi définies, lorsque a et 
B parcourent N”. Si x = (x, …, x,) est un vecteur de R”, on pose: 


Exemple. La fonction définie par u(x) = e7 | *l °? appartient à S. 


b) Soit ue S. On pose, pour é €e R”, 
à(E) = fertu dx, (5.1) 


n 

kit ; 

où l’on a noté xé = y X Éj. 
j=1 
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On définit ainsi une application linéaire continue 
F:S—S, 
ur, 
appelée transformation de Fourier. La fonction Fu = à est la transformée 
de Fourier de u. 


L'opérateur F possède les propriétés fondamentales suivantes (où l’on 
voit l'intérêt d’avoir introduit D): 


Dul) =é, alé) (5.2) 
ZAN : 
TuE) = ef aE) (5.2) 
où 7,u(x) = u(x +y) 
TK 
Xu(E) =- D, à(£) (5.3) 
(eu) (£)= 7, à(E). (5.3') 


c) On appelle distribution tempérée sur R” toute forme linéaire sur S, 
continue pour les semi-normes définies en a). L'espace des distributions 
tempérées est noté S’. On a en particulier 8'(R") c S', et $ c S' en faisant 
opérer $ sur lui-même par la formule : 


Vues, Yves, (uv = [ue Go ax. 


De plus, puisque C$(R") c 8, il est aisé de prouver (par régularisation) 
que § est dense dans §' (muni de la topologie de la convergence simple sur 
S). 

Remarquons maintenant que le théorème de Fubini entraîne : 


Vues, Vves, fae oeae = fuo D(x) dx. (5.4) 


On en déduit que la formule 


à, g) = (u, $) pour ues, pes, (5.5) 


définit une application linéaire F : §' —> $', unique prolongement continu 
de F:8-»S'. En particulier, F satisfait encore aux relations (5.2), (5.2) 
et (5.3), (5.3). 

On notera que la restriction de l’application F à L'(R") est encore 
donnée par la formule (5.1) où, si u € L'(R"), à est une fonction continue 
tendant vers 0 à linfini. Un autre exemple est donné par la formule : 


=l, 


qui découle directement des définitions. 


Analyse de Fourier sur R” 21 


En utilisant (5.2), on constate que Î = cô pour un certain ce C. On en 
déduit que, pour tout u€ S: 


à(0) = (8, à) = (1, å) = (j, uY = cu(0), 


et l'examen d’un cas particulier (par exemple u(x) = e-l*"?) conduit à 
c = (27)". En utilisant l'opérateur de translation 7, et les formules (5.27), 
(5.3), on conclut que 


(x) = (2 m Y u(- x). 


En d’autres termes, si u € 8, la formule (5.1) équivaut à 
1 n 
u(x) = — f eE a(£) dE. (5.6) 
(2 r)" 


C’est la formule d'inversion de Fourier. 

F est donc un isomorphisme de § sur §, et également de §' sur & en 
utilisant (5.5). Son inverse est (2) " F, où F est la composée de F et de 
la symétrie v ++ à définie sur §' par: 

(õp) = (0.6) où Fa) = plx). 


d) La transformée de Fourier joue en outre un rôle particulièrement 
important vis-à-vis de l’espace L'(IR"). Pour f, g € LXR”), on note 


Ba) [rc co ax 


le produit scalaire. 
D’après (5.4) et la formule d’inversion de Fourier, on a, si f, g € S, 


Få) = C7) Fg). (5.7) 


On en déduit que F se prolonge en un automorphisme de L?(R"), tel que 
(2m) "P F soit unitaire. C’est le théorème de Plancherel. 


e) Les formules (5.2) et (5.3) permettent d'étudier le lien entre 
convolution et transformation de Fourier. Pour décrire ce lien, il est 
commode d’introduire la notion de fonction C © à croissance lente. Une 
fonction a e C®(R”) est dite à croissance lente si 


Va eN”, 1M,eN, 3C, >0, Yxe R”, [è*a(x)| = Ca + xp. 


Par exemple, les fonctions polynomiales sont C” à croissante lente, et plus 
généralement, si u e &' (R"), ä est C” à croissante lente. 
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Si a est C” à croissance lente, le produit par a définit un opérateur 
linéaire continu sur §, donc, par dualité, se prolonge en un opérateur 
linéaire continu sur S’. En particulier a e S'. (L’identifier à a. 1.) 

Enfin, si ve §' et ges, la convolée v + # définie par 


v p(x) = (V, Pa) 


` 


où #,(y) = y(x — y) est C” à croissance lente. On a alors les formules 
suivantes : 


si ueS',veë, F(uxv) = FuFv 
si 4ES', pes, F(pu)= (27) "FuxFo. 
Il existe d’autres situations où les formules ci-dessus sont vraies (faisant 


notamment intervenir l’espace L') mais nous ne les utiliserons pas dans ce 
cours. 


CHAPITRE I 


Opérateurs pseudo-différentiels 


Nous présentons dans ce chapitre, de façon auto-contenue, les éléments 
ptincipaux d’une théorie des opérateurs pseudo-différentiels : symboles, 
calcul symbolique des opérateurs, action dans les espaces de Sobolev, 
invariance par changements de coordonnées. 


1 INTRODUCTION 


1.1 L'usage de la transformation de Fourier 


Pour une fonction a(£) C®%, à croissance lente (cf. chapitre 0, 
paragraphe 5 e)), on note a(D) l’opérateur défini sur S'(R”) par : 


(a(D)u)"(£) = a(é) à(é). 


La fonction a(£) s'appelle le symbole de l'opérateur a(D). Pour 
ue S, la formule 


(a(D)u)(x) = 2r)” feat aceae, (1.1.1) 
par comparaison avec la formule d’inversion de Fourier : 
u(x) = 27)" [est ace) dé, 


montre que a(D) ne modifie le fragment 4(£)e* de « fréquence » 
é de u qu’en multipliant son « amplitude » (£) par a(é). 
Par ailleurs, on a la formule 


a(D)b(D) = (ab)(D), 
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qui signifie que le symbole du composé de deux opérateurs n’est autre que 
le produit des symboles : on appellera « calcul symbolique » ce type de 
propriété, sur lequel on reviendra au paragraphe 1.3. On nommera plus 
tard (avec quelques restrictions supplémentaires sur la croissance de 
a(£)) a(D) un «opérateur pseudo-différentiel à coefficients constants », 
voulant souligner par là le fait que son symbole ne dépend pas de 
x. 

La théorie qui sera développée dans ce chapitre permettra d’associer des 
opérateurs a(x, D) à des symboles généraux a(x, £), en sorte que le 
caractère de « modulation d'amplitude » de l’action de a(x, D) souligné 
plus haut soit préservé, et surtout qu’on dispose d’un calcul symbolique du 
type : 

a(x, D) b(x, D) = (a#b})(x, D), 


a # b étant un certain symbole que l’on sait calculer (et qui n’est autre que 
ab si b est à coefficients constants). Néanmoins, la théorie rudimentaire 
des opérateurs à coefficients constants permet déjà d’obtenir des résultats 
intéressants. Soit par exemple l’opérateur : 


P=A—2àÎ+...+82 (le laplacien). 
C’est un opérateur du type précédent de symbole : 
a(£)=- |l’. 


On peut trouver une distribution E vérifiant PE = 8 + w (8 masse de 
Dirac en 0, w e 8); il suffit de prendre : 


1 — x(£) 
lé|? 


(x e CR"), x = 1 près de é = 0 ), car 


Ê(E) = - 


Pan ` 
PE(E) = -— |E P Elé) = 1- x (é). 
Une telle distribution E est C® hors de 0; en effet -Ix È à ð; É est 


TS n 
homogène de degré —3 pour |[£| grand, (~ 1x) E = a$ É de degré 
—2-—k, et de même pour les dérivées de Æ (cf. aussi Ex. 1.1). D’autre 
part, si fe &', ona 


P(E+f)=f+w>*f. 
La distribution u = E + f est donc une solution approchée de l'équation 


Pu=f, 
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avec une erreur w xf qui est de classe C”. Notons enfin que 
supp sing u = supp sing f ; en effet, comme Pu = f + C”, f est C” là où 
u lest; d’autre part, si f est C” près de x, on écrit 


u=Exf = Es (Xf)+Ex (1-x)f 


(x € C5 valant 1 près de x, et telle que yf eE CT): Exyfe C®,et 


(Ex (1—x)/)0) = j E(x- y) -x O) fO) dy 


ne fait intervenir que x — y hors de 0 (là où E est C”) si x est proche de 
X» donc u(x) e C® pour x près de x. 

L'utilisation de E permet également de prouver que toute solution 
v de Pv = f est telle que: 


supp sing v = supp sing f . 


En effet, si f e C”? près de x, soit y e CF valant 1 près de xp; alors 
P(xv) coïncide avec f près de x, donc est de classe C® près de 
%. Comme yv et P(xv) sont dans &', on a: 


E x P(x0) = xU + w * yv = xv mod C © 


et le résultat précédent permet de conclure que yveC® près de 
X 

Nous avons ainsi utilisé lopérateur Ê(D), qui est aussi la convolution 
par E, d’abord comme un inverse à droite de P modulo C ® (pour obtenir 
une « solution approchée » de l'équation Pu = f), puis comme un inverse 
à gauche de P modulo C® (pour étudier la régularité des solutions de 
Pv = f). Un tel opérateur est appelé une paramétrix de P. 

Toutefois, cette façon de travailler entièrement « d’un point de vue 
Fourier » présente divers inconvénients : on ne peut contrôler précisément 
supp u et supp sing u, et il est mal commode de traiter ainsi le cas des 
opérateurs « à coefficients variables ». 


1.2 Les opérateurs à coefficients variables 


L'approche du paragraphe 1.1 conduirait pour un opérateur différentiel 
P = D a,(x) DE (a, € S), à la formule 


Pule) = (27) ” F å, x (EACE) 


d’un usage peu agréable. 
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Il est plus habile d’utiliser la formule 
Pu(x) = (2 ny" | ep aE de, (1.2.1) 


PRE) = Sale, 


car alors rien n’oblige à prendre pour p(x, £ ) une fonction polynomiale en 

é, c’est-à-dire le symbole d’un opérateur différentiel: toute fonction 

«raisonnable » a = a(x, é) fera l'affaire, et l’opérateur correspondant 

sera dit « pseudo-différentiel de symbole a(x, £) », et noté a(x, D), par la 

lettre capitale À correspondante si aucune confusion n’est à craindre. 
Par « raisonnable » on entend que : 


i) a(x, £) devra avoir un comportement de type polynomial en 
é, lorsque |£ | — + œ, s’améliorant par dérivation en £ ; c’est-à-dire que 
Pon aura pour un certain m, 


Va, |əğža(x, £)| = Ca + 161" 1°. 


ii) La variation en x de a(x, é) devra être assez faible, afin de pouvoir 
clairement préserver la distinction entre l'amplitude a(x, &) et la « phase » 
el dans l'intégrale (1.2.1). De façon précise on exigera : 


Va, [ora(x, E)| <C,(1 + JED”. 


Une fonction C® satisfait des propriétés du type i) et ii) sera appelée un 
symbole d’ordre m (cf. paragraphe 2.1 pour une définition précise). Il va 
de soi que les exigences i) et ii) sont susceptibles de larges modifications 
qui seront discutées dans les exercices du chapitre I (Ex. 2.8, 2.9, 4.12). 

L'efficacité de cette approche est apparue historiquement à propos du 
problème d'écrire une paramétrix (cf. paragraphe 1.1) pour un opérateur 
différentiel P (x, D) elliptique à coefficients variables (elliptique signifie 
ici p,(x, £) #0 pour ¿£ e R”, £ # 0). En effet, si l’on essaye une solution 
de la forme u = a(x, D) f, à l'équation Pu = f, on trouve: 


Pu(x) = (27) " f e"f p(x, €+ D)alx, £) f(E) dé, 
avec 


pæ ë+D)a =p Eja E)+ E AE) Da. 


a £0 


Dans la somme ci-dessus, le comportement (lorsque |] — + œ) des 
— x (€) 
p(x, é) 

(car p(x, £) #0 pour |£| assez grand), on peut vérifier que a est un 


termes successifs va en s’améliorant : si Pon choisit a(x, £) = 
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symbole d'ordre — m, et il vient p(x, é + D)a = 1 +0(1/[£1) = 1 +r, où 
r est un symbole d’ordre — 1. Donc Pu = f + Rf, où Rf est une fonction 
plus régulière que f (par exemple, si f € L?, Rf et son gradient sont dans 
L?). Comme nous le verrons (paragraphe 5.4), on peut en fait affiner ce 
procédé pour aboutir à Rf e C”, comme au paragraphe 1.1. 
L'important ici est de construire un cadre (celui des symboles et des 
opérateurs correspondants) où il soit possible d’inverser (approximative- 
ment) un opérateur P(x, D) (différentiel ou pseudo-différentiel, peu 
importe) par un opérateur a(x, D) du même type: on aura donc une 
algèbre d'opérateurs, de plus, l'inverse aura pour symbole essentiellement 


le «candidat naturel » a(x, £) = ———. 

p(x, č) | 

On remarquera bien que l’approximation considérée ici n’a pas lieu au 
sens des valeurs numériques des fonctions, mais au sens de leur régularité : 
une « petite erreur » est une fonction C”, si grande soit-elle ! On pourrait 
craindre que ce trait ne limite les applications possibles de la théorie à 
Tétude des singularités des fonctions, dans l’esprit de la propriété prouvée 
au paragraphe 1.1 : 


si Au = f, alors supp sing v = supp sing f . 


En fait, il n’en est rien: on verra au chapitre II comment utiliser les 
opérateurs pseudo-différentiels pour établir des inégalités entre solutions 
et données de certains problèmes différentiels ; le caractère approximatif 
de la théorie se reflète dans la difficulté à préciser les valeurs numériques 
des constantes dans les inégalités ; néanmoins l'existence seule de telles 
inégalités suffit en général à prouver l'existence de solutions exactes des 
problèmes considérés (cf. chapitre II, paragraphe C.1.2.). 


1.3 Les deux côtés réconciliés 


Le fait remarquable de la théorie esquissée ici est la grande robustesse 
de la notion de symbole. Par exemple, le produit a(x, D) b(x, D) de deux 
opérateurs associés par (1.2.1) à des symboles a(x, €) et b(x, £) est bien, 
formellement, un opérateur de la même forme associé à une certaine 
fonction c(x, é): le fait que c(x, é) soit elle-même un symbole est 
hautement non trivial, et constitue le cœur même de la théorie du présent 
chapitre (théorème 4.1). On a de plus un « calcul symbolique » au sens du 
paragraphe 1.1, en ceci que le symbole c s’écrit asymptotiquement (notion 
définie au paragraphe 2) 


1 a œ 
c~ jrtsaDrb, 


le terme principal de cette somme étant ab, comme pour le cas des 
coefficients constants. 
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L'intérêt d’un tel calcul symbolique est de réduire des énoncés portant 
sur des opérateurs à des énoncés portant sur des fonctions : on en verra de 
nombreux exemples dans ce chapitre (au paragraphe 5 notamment). 

Par ailleurs, une conséquence de la théorie est la « propriété pseudo- 
locale » suivante : pour tout opérateur pseudo-différentiel À, 


supp sing Au c supp singu (comparer avec le paragraphe 1.1). 


Cela signifie que l’action d’un opérateur 4, bien qu’elle «étale» le 
support de u, ne ruine cependant pas la localisation en x des singularités de 
u (un fait qui n’est nullement évident sur la formule (1.2.1)). 

En affinant ceci on parvient (cf. chapitre IE, section B) au concept de 
front d'onde de u (noté WF(u)), qui est un ensemble de points 
(x, £) où x€ supp sing u tandis que £ est une fréquence dominante de 
u près de x, et à la formule : 


WF(Au) c WF (u). 


On voit donc que le calcul pseudo-différentiel et le concept de front d’onde 
qui lui est lié permettent de disposer de la double information « d’un point 
de vue x» et « d’un point de vue Fourier » sur les fonctions que l’on 
considère. L'usage systématique des localisations «en x» et «en é» 
correspondantes s'appelle l’analyse microlocale, qui sera esquissée au 
chapitre II.A et B. 


2 SYMBOLES 
2.1 Définition et exemples 


DÉFINITION. Soit meR. On note S” = S”(R” x R”) l’ensemble des 
ae C(R"xR") tels que: 


Va, YB, |3% falx, E| = Ca pA IED! LD 
On notera de plus 5S- ” = LS 


Un élément a e S” est appelé symbole d'ordre m. 


Exemple 1. Si a(x,£)= Y  a,(x)é”, avec a, € C'®(R”), bornée 
|a| <m 
ainsi que toutes ses dérivées, ae S”: on dit que a est un symbole 
différentiel. 


Exemple 2. Soit a(£) une fonction (positivement) homogène de degré 
m (c'est-à-dire VA —0, a(A£)=A"a(£é)) et C?” pour é+#0. Si 
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xEe Co, x = 1 près de 0, la fonction &(£) = (1 — x (£))a(£) est un 
symbole d'ordre m. 


Exemple 3. Soit p(x, £) un symbole différentiel d'ordre m défini pour 
xe 2 ouvert de R”. Supposons p elliptique dans 9, c’est-à-dire : 


YVxe R, YeR”, £#0, p,(x ¿)#0. 


Pour peEeCF(2) et xyeCF, x=1 près de 0, la fonction 


a(x, £) = p(x) EEE est un symbole d’ordre — m si C est assez 
grand (voir la discussion au paragraphe 1.3). 

Exemple 4. Soit ge S: la fonction w(£) est un symbole d’ordre 
— ©. 


Exemple 5. La fonction a(x, £) = ei** n’est pas un symbole. 
Notons les propriétés élémentaires suivantes : 


Si ae S”, Ə% əf ae S"- FI (2.1.2) 
Si ae S",be S",abe S"+t" (2.1.3) 
Si ae S”,aeS'(R?"). (2.1.4) 


Enfin, le lemme suivant est utile. 


LEMME 2.1.1. Si apna ES? et FeC%(C*), alors 
F(a.. a p) E S.. 


Preuve : comme Rea, et Ima, sont dans St, on peut supposer 
a; à valeurs réelles et F e C°(R®). Maintenant : 


ð oF 
— F = ÿ — ô 2.1.5 
as PC) = Lin t C.15) 
ð aF 
=F = Y —_5,a,. 2.1.6 
ag PO a 2-1.6) 


Nous allons démontrer par récurrence sur p, que les estimations du type 
(2.1.1) pour toute fonction de type F (a) sont vraies pour |a| + |8| <p. 
Le cas p = 0 est clair. Par ailleurs, pour |a | + |8 | =p + 1, la formule de 
Leibniz appliquée à (2.1.5) ou (2.1.6), et l’hypothèse de récurrence 
er june aF 
appliquée aux dérivées de TA (a), permettent de conclure. n 
On prendra garde au fait qu’un symbole a(x, £) (x e R”, £ e R”) n’est 
pas un symbole en les variables y = (x, x'), n= (é,é') 
(x e R”, €£' e R”, m = 1), sauf s’il est différentiel (Ex. 2.1). De nombreu- 
ses autres classes de symboles sont aussi utiles dans la pratique : quelques- 
unes sont introduites dans les exercices 2.8 et 2.9. 
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2.2 Approximation des symboles 
Définissons sur $” les semi-normes 


la, = sup  {(1+ 71617 -IPD ]ag ofa(x, £)|}. 
(x, £) e R” x R” 


On obtient ainsi un espace complet (ce que l’on appelle précisément un 
espace de Fréchet), la convergence a,—a signifiant Va, VB, 
|an — aj” $ — 0. Il est clair que pour cette topologie, les applications 


définies en (2.1.2) et (2.1.3) sont continues. 
Il est commode de disposer du lemme d’approximation suivant. 


LEMME 2.2.1. Soit ae SR" xR”), et posons a,(x, £) = a(x, eë). 
Alors a, est borné dans S°, et a, => ag dans S” pour tout m —0, lorsque 
€ — 0. 


Preuve © On va montrer que, pour O<m<l, O<e<l, a et 
B quelconques, |a, — als < Cua p,m E”. En effet, pour B = 0, 


1 
az (a, — ap) = EE: f 8, 8xa(x, teg) dt, 
0 


d’où 
ds 


= C Log (+el#|), 


el él 
[a$ (a, — ap)| =C f 
0 


et l’estimation résulte de Log (1+x)<C,,x"(x2=0,m=—0). 
Pour £ #0, 0; afao = 0, et 


jaz da, | < Cag el#lG+elé[)l81, 


ce qui donne le résultat, car (1+|£|)=1+elé|. 
On notera que la convergence a, — a, n’a pas lieu dans S°. D 
En particulier, si x € S$, x = 1 près de 0, et ae S”, les symboles 
a (x, £) = x (e£ ) a(x, €) sont d'ordre — œ, et a, - a dans S" pour tout 
m'>m. 


2.3 Sommes asymptotiques et symboles classiques pseudo-différentiels 
dans § et S’ 


Soient a; € S™ (j e N) pour une suite décroissante m; =>- œ (dans la 


pratique, ce sera souvent m; = m — j ou m; = m — j/2). On veut donner 
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un sens à ÿ' a, étant entendu qu’on ne peut pas espérer ici une série 
j 
convergente ; on écrira : 


a- Ya; 


(somme asymptotique au sens du comportement lorsque |£| — + œ), 
pour dire que : 


k 
Vk=0, a-— D DES: 


j=0 


Pour illustrer la notion de somme asymptotique, montrons d’abord le 
lemme classique suivant. 


LEMME DE BOREL. Soit (b;) une suite de nombres complexes. Il existe 


f € CR) telle que Yj, f Ü(0) = b,, c'est-à-dire f(x)= Fb, À lorsque 
x — 0. 


j! 


Preuve : soit y une fonction C”? valant 1 pour |x| <1 et 0 pour 
|x| = 2. 

Soit (A;) une suite de nombres positifs tendant vers + œ. Nous allons 
montrer que l’on peut choisir (A;) de sorte que la fonction définie par 


co x 
f(x) = E bi gx Ayx) 


possède les propriétés de énoncé. Notons tout d’abord que la série ci- 
dessus converge simplement. Soit k un entier. Si j = k, la dérivée k-ième 
du terme de rang j vaut: 


j—t 
F9 = ZE (dga g x T A aj. 


0sfsk 


Puisque À ; x est borné sur les supports de x et de ses dérivées, il existe une 
constante C, telle que : 


ONE k-j_ l 
APO = Calel aF E 
Si l’on choisit À; = 1 + |b;|, alors la série Ÿ |f {°} (x)| converge uniformé- 
j 


ment pour x e R, ce qui assure que f est de classe C”, et que ses dérivées 
s’obtiennent en dérivant terme à terme. En particulier, pour tout k, 


fO) =b. 
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Le même lemme est vrai pour f = f (z) holomorphe dans un secteur 
de C (Ex. 2.6). 

Dans le cas d’une somme asymptotique de symboles, nous avons la 
proposition suivante. 


PROPOSITION 2.3. I existe ae S™ tel que a~ X a; On peut de plus 
imposer que supp a c U supp 4;. 


Preuve : c’est une adaptation du lemme précédent, l’asymptotique pour 
x — 0 étant remplacée par l’asymptotique pour 1/|[£| — 0. On prend donc 


a=¥ã =F -x(eE)) a, 
avec y E€ Co, x = 1 près de 0, et £; 0 assez vite. Plus précisément, on 
exigera : 

Las afā | <2-/(1+ [Ep TUE si [al + [81 <j, 


ce qui est possible compte tenu du lemme d’approximation 2.2.1 car 
1— y(eë) tend vers 0 dans S!. La somme est localement finie, donc 
ae cC”. 

Pour a, B, k donnés, on a, pour N > |a| + |8] et my +1<myz,,, 


arafa- ÿ à) 


< (1+ jeji 


j<N-1 
donc 
a- Ya=a- f + X ã+ $ (a; —à) 

jsk jsN-1 k+lsjsN-1 j<k 
vérifie 

al 3l <C 1 mki- į Bl 

x 0e (a — ÿ a; <C pkl + |é1) ; 

jsk 

car a, — ã E S7? et à, e S™. o 


Dans le même ordre dďd’idées, nous introduisons la définition suivante. 


DÉFINITION. Un symbole ae S” est dit classique si a-ŸYa;, les 
j 
fonctions a; étant homogènes de degré m —j pour |£| = 1, c’est-à-dire 
a(x, A£) =A” a(x, Ë) pour || >=1, À =1. 


Les trois premiers exemples de symboles donnés au paragraphe 2.1 sont 
classiques. 


Il arrive qu’on qualifie par abus de «symboles» des fonctions 
a qui sont C® pour |£| # 0 seulement : il est entendu alors qu’on doit les 


Opérateurs pseudo-différentiels dans § et $’ 33 


tronquer convenablement près de é = 0, la différence entre deux symboles 
obtenus de cette manière étant alors dans S®©. C’est en particulier le cas 
pour des fonctions homogènes. 


3 OPÉRATEURS PSEUDO-DIFFÉRENTIEL DANS 8 ET $’ 
On précise maintenant la définition mentionnée dans l’introduction. 


3.1 Action dans § 


PROPOSITION 3.1. Si ae S” et ue S, la formule 
Op (a)u(x) = 27m)” f c™f a(x, £) û(ë) dé 


définit une fonction de §, et l'application 
(a, u) > Op (a) u 


est continue. L'application linéaire Op ainsi définie de S” dans les 
opérateurs linéaires de $ est injective, et satisfait aux relations : 


[Op (a), D;] =i Op (ða), 


| (3.1.1) 
[Op (a), x;] = ~ i Op (asa) > 


où x; désigne la multiplication par la fonction x + x. 


Preuve : on a d’abord, comme #eS et ae S” 
[Op (a)u(x)| = (2 m)” (sup [a(x, é)(1 + [é[) 71) x 
x [a+ IED” la(6)1 dé, 


ce qui montre que Op (a) x est (continue et) bornée. 
Les relations (3.1.1) sont immédiates par intégration par parties. Par 
exemple, 


Op (a) Dju(x) = 27)" f e*t PRCE) dé 


=(27)” f e™f a(x, £) £j û(ë) dé , 
tandis que 
D;(Op (a) u)(x) = 
je ife my” f e™ti g; a(x, E) à(€) dé + Op (ya) 10] 
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d’où la première formule de (3.1.1). Ces formules impliquent entre autres 
que x“ DÉ(Op (a) u) est une combinaison linéaire de termes : 

Op (a2 84 a)(x"" DF'u), avec a'+a" =a, B'+B"=8; 


donc x” DP (Op (a)u) est bornée par le produit d’une semi-norme de 
u dans $ par une semi-norme de a dans S”, ce qui est la continuité 
annoncée. 

Finalement, pour montrer que Op est injective, supposons que, pour 
tout ue 8 et pour tout x e R”, on ait: 


f eta 6) 206) dé 0. 
Fixant alors x, on constate que la fonction b définie par 
E a(x, é) 
b(E) = ml 
a $ EA) 2 4 2 
appartient à L'(R"), et est orthogonale à toutes les fonctions de la forme 


min, 
2 4 


1 
? à(£); 

lorsque u décrit $, v décrit § donc b=0 par densité de S dans 
E m 


vé) =e (1 + JEJ’) 


DÉFINITION. Pour ae S”, opérateur Op (a) est l'opérateur pseudo- 
différentiel de symbole a. On dit qwun opérateur pseudo-différentiel est 
d'ordre m si son symbole appartient à $”. 


NOTATION. Par analogie avec les opérateurs différentiels (voir la 
formule (1.2.1)}, on note souvent Op (a) = a(x, D). Si aucune confusion 
n’est à craindre, on désignera parfois aussi un opérateur pseudo-différen- 
tiel par la lettre capitale correspondant à son symbole ; ainsi À = Op (a). 


3.2 Noyaux et adjoints 


3.2.1 Noyaux 


Soit d’abord a e $7”. Pour ue S, on a: 
Op (a)u(x) = (27) ” [exe a(x, é) û(£) dé 
= 27)" f e™f a(x, £) dé f e VE u(y) dy 


fr)" [ro dy f ei~- a(x, £) dé. 
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Le noyau K de l’opérateur Op (a) est donc donné par 
K(x y) = CT)" Í e-n E a(x, é) dé. (3.2.1) 


Lorsque a appartient à S”, cette formule se prolonge suivant 
K(x, y) = (2 m)” (F; a)(x, y — x) (3.2.2) 


où F; a désigne la transformée de Fourier de a par rapport à la variable 
£, dans $'(R?”). La formule d’inversion de Fourier donne alors : 


a(x, é) = F, „¿[K(x, x- y)]. (3.2.2) 


Les deux formules (3.2.2) et (3.2.2') établissent une bijection dans 
S'(R?”) entre symboles et noyaux d'opérateurs. Bien entendu, si 
a était seulement dans S'(R?"), l'opérateur correspondant appliquerait 
S dans S', et non S dans § comme le montre la proposition 3.1. On en 
déduit que K jouit de propriétés supplémentaires qui le caractérisent 
parmi les distributions tempérées comme noyau d’un opérateur pseudo- 
différentiel (cf. Ex. 3.1 et 3.2). Nous ne les utiliserons pas dans ce cours. 


3.2.2 Adjoints 


Soit À un opérateur quelconque de S dans §. On cherche un opérateur 
A* de § dans § tel que 


VueS,VvesS, (Au,v)=(u, A*v). 


Notons que, par un argument simple de densité déjà rencontré, si 
A* existe, il est unique ; 4* est alors appelé l’adjoint de A. 
L'existence de 4* permet de définir A :S' — 8' par la formule 


VueS',Voes, (Auv)=(u, A*v), 


étant entendu que, siueS'etves, (u, v ) désigne (u, D), €.,.) étant le 
crochet de dualité : si l’on préfère, on aura donc 


{Au,v) = lu, A*5). (3.2.3) 


Ce type de manipulation a notamment été utilisé pour définir la 
transformation de Fourier sur 8’, puisque l’on a 


F* 


} 


Etudions maintenant ces problèmes pour deux exemples simples 
d’opérateurs pseudo-différentiels : 
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a) Si P = > a, (x) D“ est un opérateur différentiel à coefficients 
|a| =m 


C® à croissance lente, on a, pour toutes fonctions u, v dans $ 
(Pu, v) = (u, P*v), 


où P*v= Y D*(ā, v). 
|a| <m 


En effet, (au, v ) = (u, av) et 


(Dju,v)= [ous ax =i [auras 
=i | uapdx = | uD ax = (u p;o). 


P * est donc un opérateur différentiel à coefficients C ® à croissance lente. 
Remarquons que son symbole principal est simplement le conjugué du 
symbole principal de P. 


b) Soit a(D}) un opérateur pseudo-différentiel à coefficients constants 
{i.e. à symbole a indépendant de x). On a, pour u et v dans 
5, 


(a(D)u, v) = (27) "(aù, ô) = (27) 7 (ù, a) = (u, a(D)v). 


Ainsi a(D)* = a(D). 

Dans les deux cas a) et b), l’adjoint de l’opérateur pseudo-différentiel 
considéré est un opérateur pseudo-différentiel de même ordre. Le fait est 
vrai en général, mais sera assez long à prouver. 

Pour terminer, observons que, si Æ* existe, son noyau K* s'exprime 
aisément à l’aide du noyau K de 4. En effet, d’après la définition du noyau 
d’un opérateur et la formule (3.2.3), on a: 


(Au, v} = (u, A*5) 
= (4, A*©) 
(K* (y, x), U(x) a(y)) . 


(K(x, y), u (y) v(x)} 


Finalement 


K*(y, x) = K(x, y). (3.2.4) 


3.2.3 Adjoint d’un opérateur pseudo-différentiel 


Soit À un opérateur pseudo-différentiel de symbole ae S”. On se 
propose de déterminer, s’il existe, l’adjoint de 4. Pour cela, conformément 
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aux deux sections précédentes, il suffit de vérifier que, si K est le noyau de 
a (donné par la formule (3.2.2)), l'opérateur de noyau K* donné par 
(3.2.4) envoie § dans §. Nous allons en fait montrer qu’il s’agit d’un 
opérateur pseudo-différentiel. Pour cela, il nous faut montrer que la 
distribution a* dans S'(R?") correspondant à K* par (3.2.2) est un 
symbole. Pour établir la formule donnant a* en fonction de a, il est plus 
commode de supposer a (et donc a*) dans S(IR?"), puis de prolonger par 
continuité à S'(R?"}), en vertu de la continuité des opérations (3.2.2), 
(3.2.2') et (3.2.4). Il vient : 


K*(x,y) = KQ, x) = (27) " f eC- E aQ, E) dé 


et 


a*(x, £) = f rxe dy 
= (27) ” [eo-9aœ-y, n ) dy dn 
= (2r) ” f e7» a(x — y, £ — n ) dy dn . 


La correspondance a => a* est donc une convolution avec l’exponentielle 
oscillante (2 m)” e7®"., Il est en fait aisé de vérifier directement que cette 
opération envoie S'(R?") dans S'(IR?"), car (voir Ex. 4.9.a) la transformée 
de Fourier en (x, £) de (2 7) " exp(-— ix£) n’est autre que exp(ité ), qui 
est une fonction C°® à croissance lente, donc un multiplicateur de 
S'(R?”). Le point crucial est donné par le théorème suivant qui est un des 
deux résultats fondamentaux du calcul symbolique. 


THÉORÈME 3.2.3. Si ae S”, a* e S” et 
gs 
a" (x, ¿) = Lz a D; a(x, £) à 


a 


En particulier, si A = Op (a) est un opérateur pseudo-différentiel d'ordre 
m, A*¥ = Op (a¥) est un opérateur pseudo-différentiel d'ordre m, et par 
conséquent À s'étend en un opérateur de S'(R") dans S'(R”). 


La preuve du théorème repose sur des estimations assez délicates ; bien 
qu'on soit là au cœur du sujet, les détails peuvent être négligés par 
l'utilisateur pressé, et c’est pourquoi nous les présentons en appendice. 
(Voir aussi l’autre preuve proposée dans l'exercice 4.11). 
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4 COMPOSITION DES OPÉRATEURS 


Soient À, et Æ, deux opérateurs pseudo-différentiels. On a, pour 
uE, 


A, Au) = (2 7)" f PE a(x, €) Am (E) dë 
et 
POELE f ere-a ai, n) à(n) dy dr; 
donc 


Ai Azu(x) = 27)” | e?n + M a(x, ¢) a, n) û(n) dë dn dy; 
l’opérateur 4, A, égale formellement B où 
b(x E) = (27) ” pera n)a, ¢)dydn. (4.1) 


L’intégrale qui définit b est, exactement comme au paragraphe 3.2.3, une 
convolution en les variables (y, n ) (à (x, é) fixés). La même preuve qu’au 
paragraphe 3.2.3 donne le second théorème fondamental du calcul symbo- 
lique. 


THÉORÈME 4.1. Si ae S”, a,€ S™, on a Op (a) Op (a) = Op (b), 


mi + M 


où b=a;#+a;esS est donné par (4.1), et b~ oo əza D &. 
Q: 


Bien entendu dans le cas où a, et a, sont différentiels, on peut vérifier le 


théorème, à l’aide de la formule de Leibniz, la formule asymptotique étant 
alors exacte (Ex. 4.1). 


COROLLAIRE 4.1. Si ae S™ et apye S™”, le crochet [A;, A] = 
1 2 


A A2-— AA; des opérateurs A et AÁ, est un opérateur d'ordre 
mi+m)— l, dont le symbole b vaut 
1 


u 


b=- {ap a3} mod St"? 


On a noté ici {f,g} =F (a i) le « crochet de Poisson » 
VSR j 


de deux fonctions f(x, £), g(x, £). 
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Preuve du corollaire 4.1: les symboles b, et b, de 4,4, et de 
À; A, vérifient : 


1 
bi~ È gg la DŽ a, 


Le, ne 
ba~ È glie D a. 


Donc, pour b = b, — b;, 


Nous verrons au paragraphe 6 comment le symbole principal d’un 
opérateur A sur une variété M est défini comme une fonction sur le fibré 
cotangent T* M de cette variété, le crochet de Poisson de deux telles 
fonctions étant intrinsèquement défini (c’est-à-dire sans référence à un 
choix de coordonnées locales (x, é )). 

Le théorème 4.1 constitue ce qu’on a appelé dans l'introduction le 
« calcul symbolique » (une autre preuve est offerte dans les exercices 4.10 
et 4.11). 


5 ACTION DES OPÉRATEURS PSEUDO-DIFFÉRENTIELS ET 
ESPACES DE SOBOLEV 


5.1 Action sur L? 
THÉORÈME 5.1. Si ae S°, a(x, D) est un endomorphisme de L?. 


Remarquons que ce résultat fondamental est évident si le symbole 
a(x, £) dépend de x seul ou de £ seul, ou encore si a(x, E) = b(x) c(£): 
la norme de l’opérateur est aussi, dans ces cas particuliers, aisément 
calculée en fonction de sup |a|. 

Le cas général en revanche est beaucoup plus compliqué (ainsi que le 
calcul de la norme), et nécessite le contrôle d’un certain nombre de 
dérivées du symbole a. 

Nous donnons ici une preuve utilisant le calcul symbolique ; d’autres 
variantes sont examinées en exercice (Ex. 5.2 et 5.3). 

Nous noterons dorénavant ||, la norme de u dans 1° 


Preuve : l'idée est la suivante : comme | Au l = 
(Au, Au) = (A* Auu ), l'inégalité |Au|i< Mu; s'écrit aussi 
(Bu, u ) = 0, où B = M — A* A est auto-adjoint d’ordre 0. Pour prouver 


3 
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que B vérifie (Bu, u ) = 0 pour M assez grand, le plus simple est encore de 
mettre B sous la forme B = C* C: c’est ce que l’on fait. 


a) Choisissons M = 2 sup |a(x, £)|?, et prenons: 
c(x, £) = (M — Ja(x, E£) PYP. 


D’après le lemme 2.1.1, ceS°; le théorème 4.1. implique 
C*C=M-A*A+R,resS~' (comme d'habitude, notre programme 
n’est réalisé qu’approximativement). Donc |Au |} = M|u|? + (Ru, u). 


b) Il faut maintenant majorer l’« erreur » (Ru, u ). Supposons r € S7* 
avec k=1: comme | Ru |? = (R* Ru,u), R sera continu dans L? si 
R* R Fest, avec ||R|,2.,2= | R*R|}7. ,2 Or (artifice I) r*#re S-?#: 
en itérant l’argument, on voit qu'il suffit de prouver que, pour un 
Rae grand, tout opérateur de symbole re S”* est continu dans 
LS 


c) Prenons k = n + 1 (dans R”): le noyau K(x, y) de a(x, D) est alors 
une fonction continue et bornée, car d’après (3.2.2), 


|K(x,y)| = (2 =y f la(x, £)| dé. 


De plus, (x, — y;) K(x, y) est le noyau de E (x, D), qui est « encore 
J 


meilleur» que a; en itérant (n+ 1)-fois, on trouve finalement 
(A+ |x= y|"+1 K(x, y)| = Cte. La décroissance de K à l'infini implique 
en particulier : 


j IK(x,y)| dy =C, f Kæ asc. (5.1.1) 


d) Cest un résultat classique qu’un opérateur dont le noyau continu 
satisfait (5.1.1) est borné sur Z? (de norme au plus C): en effet, 


(Ku)? = [LRO TIGE & | KE ay 
=C f |K(x, x)| [u (y)? dy 
d’où 
| | Ku (x) |? dx = C | loa | |K(x, y)| a<c!| lu(y)|? dy. 


Ceci termine la preuve du théorème. o 
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5.2 Action sur les espaces de Sobolev 


Rappelons d’abord la définition de ces espaces. 


DÉFINITION. Pour se R, 
H = HR") = fue S', | (+ él?) Jà(£) |} dé < + œ 


Si l’on préfère, l'opérateur (1 + |D|?)”? est une isométrie de H° sur 
L’. La norme sera notée | |, avec: 


PAR D f (+161?) JACE) dé. 


Lorsque s e N, il est facile de voir (Ex. 5.6) que : 


H = {ue L’,Na,|a|<s,èueL?, 
et bien sûr H? = L?. 

La raison pour laquelle ces espaces jouent un si grand rôle est qu’ils 
constituent une famille construite sur L? permettant de mesurer la 
régularité des fonctions (de même que les classes de Hölder C|, qui sont, 
elles, construites sur L”). 

Le théorème 5.1 et le théorème 4.1 donnent immédiatement la proposi- 
tion suivante. 


PROPOSITION 5.2. Si ae S”, l'opérateur a(x, D) applique, pour tout s, 
H° dans H°”. 


5.3 Inégalité de Gårding (version « faible ») 


Si a = a(D) est à coefficients constants, et a(£) =0, l’opérateur 
a(D) est « positif » en ce sens que Vues, (a(D)u,u) > 0. 

Dans le cas général, il existe toute une famille d’«inégalités de 
Gärding » qui relient la positivité du symbole à celle de l’opérateur, avec 
une «erreur » plus ou moins importante. 

L'inégalité de Gärding « forte » est la suivante : si a e S?”+! (meR), 
Re a =0, alors Re (a(x, D) u, u) =-— Cu,» Autrement dit, on a la 
minoration qu’on aurait sans hypothèse de signe sur le symbole 
a si celui-ci était d'ordre 2 m : pour cette raison, cette inégalité est appelée 
aussi «inégalité de Gärding avec gain d’une dérivée». Nous nous 
contenterons ici de prouver l'inégalité de Gärding « faible ». 


PROPOSITION 5.3. Si aeS?” et, pour |£|=R et c>0, 
Rea(x, ¿)=c(1+ ||", alors, pour tout N, il existe une constante 
Cy telle que : 

Re (Au, u ) + Crlul},>= 
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A + A* 
2 


Preuve: on a d’abord Re (Au, u ) = ( u, u ) ; comme 


* 
a* = āū + S?” l, on a b = F = Re a + d avec de S?"-|, Donc 
3 c 4|d| 
e=b-=c(i+lél}" >" (1+ erhi- tel) 
3 tél 3 ( IEIS A+ ED" 


— £E 21m 
= (1+ lë) 


pour |£| assez grand ; le symbole (1 + |¢ |7)” e est d’ordre zéro et loin 
de zéro pour |£| grand: le lemme 2.1.1 permet donc d'affirmer que 
f =e!?(1 — y(£))est dans S” pour y € C9, x = 1 près de 0, convenable- 
ment choisie. On a alors f*#f=e+g, ges?™”-! d’où 
(Bu, u ) =$ clu + (Gu, u ) Comme (Gu, u )=((1 + |D |?) ”°? Gu, 
(+ [D| Pu), on obtient finalement par linégalité de Cauchy- 
Schwarz : 


3 


(Bu, u ) = 3 clu |a- Cte |u |p u| 


m-1' 
Observons que, pour tous £ >0, N, 
llm- Selul,+Cenlul_ y> 
car cela résulte de l’inégalité facile : 


+ ET lee (1e él ECC + ET 


i E TRO S 1 
En utilisant linégalité 2 ab = ma? + = b? avec a = |[u|,, b = |u| y on 


trouve finalement Re (Au, u ) = (Bu, u ) >=; lul} — Cylu|? y, ce qui est 


Pinégalité cherchée. o 


5.4 Inversion des opérateurs elliptiques 


On réalise ici le programme de construction de paramétrix annoncé dans 
Pintroduction. 


PROPOSITION 5.4. Soit a e S”. Les conditions 

i) 3be S7”; a(x, D)b(x, D) - id e Op (S°) er 

ii) be S7": b(x, D)a(x, D) — id e Op (S7®) sont équivalentes, et 
impliquent 

ii) [a(x, £)| = clé" pour un c-0 et || >C. 
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Inversement, si ii) est satisfaite, il existe be S 7" vérifiant 1) et ii) et 
tout b' vérifiant i) ou ii) est égal à b mod S~”. Un opérateur a d'ordre m 
qui vérifie iii) est dit elliptique. 

Preuve : si b', b" e S7" vérifient AB’ — id e Op (S7®©), 

B" À - id e Op (S°), on a: 


B" — B' = B” (id — AB' ) + (B"A-id)B'e Op (S_®), 


donc on a aussi : 
B' A—ideOp (S7®) et AB"-—ideOp (6°). 
D’autre part, i) ou ii) implique a(x, £) b (x, é)— 1e S7!, en particulier 
1/2 = Ja(x, E)| |b E| = C Ja% EDI JEI” 


pour |£| grand, c’est-à-dire iii). 
Inversement, si a est elliptique, prenons : 


b= (14 |E P” F(a + |E Py "?), 


où F e C”(C), F(z) = 1/z pour |z| > c’. Alors le lemme 2.1.1 implique 
be sS”, et ab =1 + y (é), avec y (ë) = 0 pour |é| = C'. 
Le théorème 4.1 montre alors que : 


a(x, D)b(x, D)=id-r(x, D), res™!. 


En posant, pour k = 0, b,(x, D) = b(x, D) r(x, D} € Op (S-"-*),eten 


choisissant b'e S7”, b'- y b, (proposition 2.3), on trouve : 
kz0 


J 


AB' = À (B - y B) +4B Y R = (id — R) F R+ Op (S-*) 
j=<k j<k j<k 


= id — R*+ Op (S-*) = id + Op (S-*)., 


ce qui est i). 

Un raisonnement analogue permet de construire B” tel que 
B" A ~id e Op (S °), et la remarque du début de la preuve complète la 
démonstration du théorème. (m 

Il faut prendre garde que l’existence d’un « inverse à gauche » approché 
au sens de BA — id € Op (S ®) ne signifie pas que À est injectif, mais que 
ker A est formé de fonctions C”, et plus généralement que Aue C © 


implique ue C”. Par exemple, dans R, 4 = T est elliptique, et son 
noyau est formé des constantes. De même, l’existence d’un «inverse à 


droite » approché ne permet de résoudre léquation Au = f qu’approxima- 
tivement. Cependant, si i) est satisfaite, il suffit, pour obtenir u = Bv 
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solution de Au=f, de résoudre v+Kv=f, où Kv(x) = 


[ren v(y) dy a un noyau ke CT. Supposons par exemple qu’on 


veuille résoudre localement près de 0, l'équation Au = f, avec 
A =A=3?+:..+ 92 le laplacien, et f e C°(R"). 

Si B, désigne la boule de centre 0 et de rayon r, on peut résoudre dans 
L°(B,) l'équation v + RKD = f, où © est le prolongement de v par 0 hors 
de B,, et R la restriction à B, En effet, si l’on écrit v = Gv, 
Gv = f — RKD, on voit que G est contractante dans L°®°(B,) dès que 
r est assez petit, car 

| RK] ;0(8 © sup |k(x,y)| [v| zog) r”. 


|x] =r 


y| sr 


En prenant u = BÙ, on a donc Au = ABD = Ò+ KÕ et A(Ru)= 
v + RKÈ = Rf ; Ru est la solution locale cherchée. Comme on l’a noté au 
paragraphe 1.1, Ru est en fait C”. 

Une autre conséquence utile de la proposition 5.4 est l’existence de 
Pinégalité a priori suivante : si a e S” est elliptique (au sens de iii), c'est-à- 
dire uniformément sur R”), pour tout seR, NeR, il existe C, 
Cy,s tels que, pour toute ue S: 


jul < C,|4u| + Cy, slul x: 


s+m 


(que l’on obtient également en appliquant l'inégalité de Gârding (proposi- 
tion 5.3) à A* A). Cette inégalité signifie qu’un opérateur elliptique 
contrôle, à un petit reste près, un nombre de dérivées égal à son ordre. 
(Sur ce thème, voir les exercices 5.12, 5.13 et 5.14 et aussi 6.5, 6.6 et 6.7.) 


6 OPÉRATEURS DANS UN OUVERT DE R” 


Jusqu'ici, nous avons considéré des symboles définis pour 
(x, é)e R” x R”, les opérateurs correspondants agissant dans $'(R”). 

Dans la pratique, on dispose souvent de symboles définis pour 
xe Q, N ouvert de R”, et on désire leur associer des opérateurs agissant 
dans D'(N): ceci peut être réalisé par un ingénieux système de 
troncatures, que nous allons maintenant expliquer. 


6.1 Propriété pseudo-locale 


PROPOSITION 6.1. Soit a e S” et soit K le noyau de a(x, D). Alors K est 
C?” pour x + y. En particulier, pour toute ue Sr, 


supp sing a(x, D) u c supp sing u . (6.1.1) 
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Preuve : Soient x #y, x, #e CG, x = 1 près de x, y = 1 près de 
y, supp x N supp y = Ø. La fonction Š = y (x) K(x, y) y (y) est le 
noyau de l'opérateur yay, dont le symbole est d’ordre — car 
xay - 0 d’après le théorème 4.1 ; donc Š e C”, c’est-à-dire Ke C” pour 
x#y. Si xésuppsingu, pue Cy pour #eCg, #=1 près de 
%, alors 

xAu = yApu+ xA (l~ 4)u, 


et opérateur B = yA (1 — y) est de symbole be S7? si y = 1 près de 

supp y : il suffit de prouver que b(x, D) S' = C © pour obtenir (6.1.1). 
Or, pour tout a, x> D“(eïf b(x, £)) est continue à valeurs dans 

8, et D“(Bu) = (27) ” (ü, D (et b(x, £))) (dualité entre S et 

8’): donc D“(Bu) est continue, et Bue C®. o 
La propriété « pseudo-locale » est (6.1.1). 


6.2 Symboles locaux et opérateurs dans un ouvert 


DÉFINITION. Si R c R” est un ouvert, on définit S% (2 x R”) comme 
l'ensemble des ae C°(9 xR”) tels que pa e S”(R” x R”) pour toute 
p e Co (9). 

Si a € She (2 x R”), la formule habituelle : 


br Dee (2 my" | et a(x, 6) ACE) dé 


définit un opérateur de S’(R”) dans D'(2), que l’on peut restreindre en 
un opérateur &'(2)— D (NR) et CR) > CĦ!(AN). 

La proposition suivante clarifie la relation entre de tels opérateurs et les 
opérateurs obtenus « par troncature » à partir d'opérateurs globaux. 


PROPOSITION 6.2. Soit A: Cÿ(9)-C°(Q) un opérateur linéaire 
continu tel que pour toutes ọ, Y E CG (9), gAw e Op (S”). Alors il 
existe a' € SEA xR”) avec A =a' (x, D) + R, où R est un opérateur à 
noyau dans CN x N). Le symbole a' est ici déterminé modulo 
So (R x R”). 

DÉFINITION. Dans la situation de la proposition 6.2, on dit que 


A est un opérateur pseudo-différentiel sur 2, et la classe de Si/ Soc est 
appelée le symbole de 4A. 


Preuve : 
a) On admet ici qu’il existe une suite y; e C6(Q), avec 


1) Vxe R, F #;(x) = 1, 
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ii) Pour tout contact Kc N, seul un nombre fini d’ensembles parmi les 
supp #; rencontre K. 

Une telle collection de fonctions s’appelle une « partition de l’unité 
(pour i) localement finie (pour ii) » (cf. Ex. 6.1). 

b) Soit y; comme en a) et notons W, App = 4j, E Op (S”). Pour 
ue CECR), on écrit 


Au = DUREE DIN TARRSRAEE 
J» 


où 2’ désigne la somme sur les j, k avec supp #; N supp y+ Ø. 

La fonction a'=2'a;ye S(92 xR"), car si ecf), 
ga’ = Z' pa;, ne contient qu’un nombre fini de termes dans S”. 

L'opérateur Ru défini par 2” a pour noyau 2" #;(x) K(x, y) Y), si 
K est le noyau de 4. Puisque K est C” pour x Æ y (proposition 6.1), la 
somme est dans C°(9 x N) comme somme localement finie de termes 
CT: 

c) La formule (3.2.2) montre que si Ke C F(R” x R”) est le noyau de 
b(x, D), alors be S7”. En appliquant cela à l’opérateur pa'(x, D) # 
dans le cas où a est à noyau C®°(N x N ), on trouve a' € Ske (2 x R”), ce 
qui complète la preuve. o 


6.3 Opérateurs proprement supportés 


DÉFINITION. Un opérateur linéaire continu 4: CP(2)—Ch|(N) est 
dit proprement supporté si, pour tout compact K c 42, il existe un compact 
K'c Q, avec 


supp u c K = supp Auc K', et u =0 sur K' => Au = 0 sur K. 


L'intérêt de ce concept est que À applique CF dans CF, et donc 
A* se prolonge en un opérateur de D'(2) dans lui-même.: on n’a donc 
plus besoin de s’embarrasser de conditions sur le support: des fonctions. 

De plus, la proposition suivante montre que, « modulo C®», on peut 
toujours rendre un opérateur « proprement supporté ». 


PROPOSITION 6.3. Soit A = a(x, D), où ae So (Q xR”). H existe un 
opérateur R à noyau dans C°(A x N) tel que A+ R soit proprement 
supporté. 


Preuve : c’est la même que celle de la proposition 6.2, car la somme 
2" 4; Apy, définit un opérateur proprement supporté. o 


Il faut néanmoins prendre garde que les notions de « symbole local » et 
d’« opérateurs proprement supportés » ne permettent aucun contrôle de 
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Au lorsqu'on approche du bord de 42 : si l’on s'intéresse au comportement 
de u jusqu’au bord de 9, avec éventuellement des conditions aux limites, 
on doit faire sur l’opérateur une hypothèse spéciale (dite « de transmis- 
sion ») qui permet de préserver la régularité jusqu’au bord des fonctions 
(cf. Ex. 6.8). 


7 OPÉRATEURS SUR UNE VARIÉTÉ 


Soit M une variété C®, et À un opérateur linéaire continu, À: 
CSM) = CM). 

On dira que À est un opérateur pseudo-différentiel si son image dans 
tout domaine de carte est de la forme a(x, D) pour un certain symbole 
local a. Pour qu’une telle définition soit utilisable, il faut examiner d’abord 
la question des changements de cartes. 


7.1 Opérateurs pseudo-différentiels et changements de variables 


PROPOSITION 7.1. Soit y: > {Q' un (C®) difféomorphisme entre 
deux ouverts de R". Supposons que, pour un symbole a € S”, l'opérateur 
a(x, D) ait un noyau à support compact dans OQ x Q. Alors 


i) La Jonction a'(y, n) définie par a'(x(x)n)= 
e XC 7 a(x, D)e* 7 (a! =0 pour y € Q’) est un symbole de S". 


ii) Le noyau de a'(x, D) est à support compact dans Q' x 4. 
iii) Pour ue S', a(x, D'({uo x ) = (a'(x,D})u)o x. 
De plus, 


r 1 & ra a ip y 
a(x), n) ~ E aga x n) DEO y 


où pY) = x (y) — x (x)-x' (x) (y — x). 


On remarque que a(x, D)(uo x) est bien défini car le noyau de 
a est à support compact dans 2 x (2 (alors que u o y n’est pas définie...). 


Preuve : 
a) Remarquons d’abord que si ae S”, a(x, D) ei*f = e™f a(x, £). En 
effet, si że CS, 


a(x, D)u(ex) et = ef (2 rmy” f e a(x, é + £8) ùů(S)dS, 
qui tend vers : 


e"f a(x,£) dans S'(R") si (27ry” f ä(S) dS =u(0) = 1; 


par ailleurs, u(ex) e"f — e"f dans S', lorsque e — 0. 


48 Opérateurs pseudo-différentiels 


b) Supposons i) démontré. La formule de définition choisie pour 
a' signifie alors, d’après a), que iii) est valable lorsque u(x) = e™". 
Comme les combinaisons linéaires d’exponentielles sont denses dans 


S' à cause de la formule d’inversion de Fourier, on obtient iii) en général. 
c) Démontrons i). Si g e CS (A) est telle que ¢ (x) = ¢ (y) = 1 pour 
(x, y) dans un voisinage du support du noyau de a, on a: 


a (x(x), n) = p (x) 671007 a(x, D)(p (x) ex). 


En posant À =1 + |n|, le théorème 3 de l’appendice donne un 
développement asymptotique, en fonction de À, de a'(x (x), n) et de 
toutes ses dérivées par rapport à x et à n. Il est de plus aisé de se 
convaincre que ce développement est uniforme par rapport au paramètre 


a = 3 . On constate sur ces développements que a’ est un symbole en 


(y, n ), satisfaisant au sens des symboles le développement donné en iii). 
o 
On a alors en mesure de formuler une définition précise. 


DÉFINITION. L'opérateur 4: C (M) —> C®(M) sera appelé pseudo- 
différentiel d’ordre m si, pour toute carte locale x : V = ÿ cR’, l’opéra- 
teur transporté À : u > [A(uok)]ok”! de C®(Ÿ) dans C®(Ÿ) est 
pseudo-différentiel d'ordre m dans Ñ, c’est-à-dire Ve, ye cev), 
pÂYE Op (S”) (cf. proposition 6.2). On écrira alors 4 € Y (M). 


La proposition 7.1 permet l’utilisation pratique de cette définition. La 
définition 6.3 d’opérateur proprement supporté s'étend sans changement. 


7.2 Symbole principal et fibré cotangent 


La proposition 7.1 et la définition des opérateurs pseudo-différentiels 
sur M qui lui est liée laissent de côté la question de la définition d’un 
symbole de ces opérateurs ; en effet, dans chaque carte locale, l’opérateur 
transporté a bien un symbole déterminé modulo S“ ®, mais il dépend de la 
carte choisie. La question du symbole devient alors: existe-t-il une 
fonction intrinsèquement définie dont l’expression dans une carte locale 
soit justement le symbole voulu ? 

On va voir que la réponse est oui, mais sous la restriction sévère que les 
symboles coïncident seulement à un symbole d’ordre m — 1 près : seul le 
symbole principal pourra donc être intrinsèquement défini. 


7.2.1 Le fibré cotangent T* M (quelques rappels) 


Rappelons que T* M (le fibré des 1-formes différentielles sur M) est 
l’ensemble des points (m, w ) € T* M consistant en un point me M et en 
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une forme linéaire œ sur l’espace tangent à M en m, noté T,, M. La 
projection m : T* M = M est n(m, )=m, et la fibre 7° !(m) est le 
dual de T,, M. 


a) Si (x, …., x,) sont des coordonnées locales sur V c M, les champs 
(9:, …, 8 p) forment en tout point de V une base de T,, M, les formes 


n 

(dx, …, dx „) une base du dual : en notant w = y é; dx; une 1-forme, on 
i=l 
obtient des coordonnées locales (x, £) sur m“!(V), x coordonnées de 
m, £ coordonnées de w. Dans une autre carte (xi, .. X) x' = (x), 
x = #(x'}), le point m aura bien sûr des coordonnées x'(m) = ®(x(m)), 
f dpi E 

et la forme w = Xé; dx; s'écrira w = Xé; (z ao dx; ) , c’est-à-dire : 
J 


dY, 
E = La E ouencore £'= ‘Y'É£. 


Autrement dit, le même point (m, œw } aura pour images dans les cartes 
(x, £) et (x', £' ) les points (x, ‘D'(x) n) et (8 (x), n ) de R?” respective- 
ment. 

b) Sur T* M, il existe une 1-forme & dite « canonique » définie par 


am, w) (Z) = w (T.Z), 


Z étant un vecteur tangent à T* M en (m,w ), m+ Z sa projection sur 
M. 
Dans des coordonnées locales (x, é) définies comme en a), tout vecteur 


ue ne ð 
Z s'écrit FR Rige 
ð 
T x Z = š 
et 
& (x, g (Z) = (Zé; dx;)(r+Z) = Zé;a; = (Zé; dx)(Z). 
Donc 


Q (x, £) = Xé; dx, 


les £; étant les coefficients de æ, qui sont des fonctions sur T* M. 
Cette l-forme joue un grand rôle dans toutes sortes de questions, 

notamment à travers sa différentielle o = — da qui s’écrit en coordonnées 

locales æ = ¥ dx; a dé;, ce qui signifie o(,,,,(Z, Z') = 4A.B'-B. 4", 


MU D REA 24B- È. 


ð à ð 
əx dé’ ðx dé 
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Il existe donc sur T* M une 2-forme ø non dégénérée, dite « forme 
symplectique ». 

c) Cette 2-forme fournit une bijection entre les 1-formes et les champs 
sur T* M, par la formule : 


o(Z,X)=w(X) (wl-forme; X, Z champs ). 
En particulier, si œ = df pour une fonction f sur 7* M, le champ 


Z correspondant est appelé hamiltonien de f, noté H,. Dans les coordon- 
nées (x, é), en notant 


ð ð 
Xs Act B X)=Xf = A'.f;+B'.f;, 
at B ge OOSA = A'fi+B'.f} 
o(Z, X) = AB'- BA' 
donne 
A=f}, B=-f;,, 
soit 


ð ð 
Zahar Dee, 
F Je ax fx dE 


Enfin, on définit le crochet de Poisson de deux fonctions f,g sur 
T* M par : 


{f,g} = H;g=fr.g;-f..9x. 


7.2.2 Le symbole principal 


Revenons à la situation de la proposition 7.1 : si a s'écrit a = a, + S” 7}, 
où 4, est homogène de degré m, il en est de même de a’, et 


a, (x (x), N) = a,(x, ‘x’ (x) n). 


On dira dans ce cas que a possède un symbole principal, qui est 
An. 
Si, dans toute carte locale, le représentant de À € Ÿ (M) possède un 
symbole principal, la formule ci-dessus et 7.2.1 a), montrent que ces divers 
symboles principaux sont les expressions en coordonnées locales d’une 
unique fonction sur T* M, qu’on appelle symbole principal de À. 

L’impossibilité de définir, par exemple, un symbole d’ordre m — 1 de 
À limite l’usage du calcul symbolique pour des opérateurs sur une variété 
au théorème suivant. 


THÉORÈME 7.2.2. 
a) Si A,e (M) (i 
symboles principaux a;(i = 1,2), A = A, A2 € W”! *™{M) est proprement 


1, 2) sont proprement supportés et possèdent des 


supporté et admet pour symbole principal a; a:. 
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b) Le commutateur [4;, À] admet pour symbole principal {ai, a2}. 

Remarque. On a également un théorème concernant l’adjoint (cf. Ex. 
7.5). 

Les concepts et les assertions qui sont liés uniquement au symbole 
principal, comme l’ellipticité et l’inversibilité des opérateurs elliptiques par 
exemple (proposition 5.4), demeurent sans changement pour des opéra- 
teurs de Y”(M). 


8 APPENDICE 


8.1 Intégrales oscillantes 


Nous allons donner un sens à une large classe d’intégrales du type 


f e0) a(0) d0, où y est une fonction variant rapidement à l'infini, et 
R~ 


où a est régulière, à croissance polynomiale essentiellement. La forte 
oscillation du terme e°(®), lorsque @ tend vers l'infini, permet de 
compenser la croissance de a, et de définir l'intégrale. 


8.1.1 Commençons par un lemme crucial (dit de la phase non station- 
naire) : 


LEMME 1. Soient K un compact de R”, & e C®(R”), réelle, vérifiant 
|e'(8)| = co >0 sur K. Alors, pour toute fonction ae CẸ (K), pour tout 
keN, ona: 


Va =l, A# <Cy,1(e)C(co K) sup |0*a|, 


|a] =k 


| so aco) 40 


où Czr,1(9) reste bornée lorsque & reste bornée dans C k+ I(K). 


N 
Preuve : posant L = — i |ẹ'|? È ee ,ona L(ef#) = À e™?, d’où 


a+ f eie qdo = f ei? ('L)* (a) d@ et on majore la dernière intégrale 
par vol (K) sup [(LŸ aļ. 


8.1.2 Nous pouvons maintenant définir les classes d’amplitudes 
a =a(8) qui interviendront dans les intégrales oscillantes : 


DÉFINITION. Pour p e]— œ, 1], melR, on note APR") l’espace des 
fonctions a e C(R") vérifiant : 
VO e RY, Va ENY, 
1%a(8)|=C,( +01" let et 45% = (JAF. 
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Exemples 

a) p = 1. On retrouve la dépendance en fréquence d’un symbole de la 
classe S”, introduite au chapitre I, paragraphe 2.1. En particulier, 
At contient les fonctions homogènes de degré = m (tronquées éventuelle- 
ment près de 0) les polynômes de degré =m si m est dans ÑN, etc... 

b) Si p=p(0) est homogène de degré 1 — p, C® hors de Forigine, 
alors e? (tronquée éventuellement près de 0) définit un élément de 
Ap. En particulier: Yw € R”\ {0}, e° définit un élément de 46, si 
q est une forme quadratique, e e A?}, ete... 

Comme pour S”, on définit naturellement une structure d’espace 
complet sur 47 (p = 1) à Paide de semi-normes : 


Néat@)= sup (+101) "*#1el [a%a(e)]. 
|a] sk, 9ER“ 


La démonstration du lemme 2.2.1 s'adapte alors pour prouver que $ 
(qui n’est autre que ff" \4;) est dense dans 4; pour la topologie de 


meR 


A; +3, Ne =0, Yp <l. 


8.1.3 Nous pouvons maintenant introduire précisément les intégrales 
que nous voulons étudier. 

Soit g e C”(R™\0), à valeurs réelles, homogène de degré y >0. On 
note 


1,(a) = | c20 a(0)do , 
R“ 


qui est bien définie pour tout a € 4, si m < — N. On désire prolonger la 
forme linéaire 7, à d’autres a. Pour cela, on force l’oscillation du terme 
e'? en imposant : 


dp +0 pour 0 #0. 


THÉORÈME 1. Sous les hypothèses ci-dessus, et si p —1-—p, I p € 
prolonge par continuité à tous les A7, meR. Ce prolongement est unique 


compte tenu de la densité de S dans ces espaces. 
Preuve : nous introduisons une partition de lunité dyadique de 


RY (également utilisée au chapitre II, paragraphe A.1.1). On écrit : 


1=x0(8)+ J x(2778) où xoeCi,xe ce, 


p=0 


et 


supp xoc {|8| =<1}, supp x c {1/2=< [10] <2}; 
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alors 
1, (a) = l ef xoa + Ÿ foya 0) a(8)d0. 
RY p=0 


Il s’agit de prouver la convergence de cette série pour ae 4}, et den 


estimer la somme à l’aide d’une semi-norme de a dans Ap. Après 
changement de variable 8 > 27 8, le terme général de la série s'estime à 
l’aide du lemme 1 : 


2N? f e e) y (0) a(2? o)ao| 


< Ci iq DER sup lel |9*a(2 o) | 
|a| =k,1/2= |8| <2 


pour tout k e N. On contrôle le second membre par : 
Ciri P(N -nk+m+ (l-p)k) N” (a) | 
Il suffit alors de choisir k tel que : 
N+m-k(u-1+p)<0, 
pour assurer la convergence géométrique et l’estimation recherchée. 


Remarques 

a) La condition p >1— p est juste celle qui suffit à assurer que le 
terme oscillant e n’est pas dans le même espace d’amplitudes 4; ® que a) 
(voir l’exemple b)). 

b) Pour calculer 7,(a), on peut par exemple choisir y dans 8, avec 
x(0) = 1. Alors, pour tout ae A}, x(£0)a(8) tend vers a(8) dans 
A7 +° pour tout 8 > 0, lorsque e tend vers 0. (C’est le lemme 2.2.1 dans sa 
version Aș.) On en déduit 


1,(a) = lim |e(%)4(8)x(e0)d8. 


e0* 


Ce type de formule permet d’étendre aux intégrales oscillantes 7, (a) les 
règles de calcul habituelles pour les intégrales absolument convergentes 
(théorème de Fubini, intégration par parties, changement de variables 


homogène, dérivation sous le signe | ). 
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8.2 Démonstration des théorèmes de calcul symbolique 


Prouvons le théorème 3.2.3 du chapitre I. 


THÉORÈME 2. Si a = a(x, ë) e S”, alors 
a*(x, £) = fer &(x—-y,£-n)dydn/(27)", 


appartient à S” et vérifie la formule asymptotique : 


a*(x, £) - $ L agDe AUX, E). 


az0 


Preuve : on pose ¢ (y, n) =— yn; ọ est une forme quadratique non 
dégénérée sur R?”, donc vérifie les hypothèses du théorème 1 avec 
a = 2. 

Par ailleurs, à (x, ) fixé, la fonction &(x — y, ë — n) appartient à 
Ag (R?") (où m, = max (m, 0)), puisque : 


G+nl"< d+ ly] + np". 
Le théorème 1 permet donc de définir l'intégrale 


1 
Qr) 


Je a(x-y,£é-n)dydn, 


en tant qu'intégrale oscillante ; par continuité, cette quantité ne peut être 
que a*(x, £) (définie au chapitre I, paragraphe 3 comme une transformée 
de Fourier). Le théorème 1 nous donne immédiatement une estimation : 


ja* (x, £)| = CNo (Eœ -n Ë —.)), 


pour un certain k. 

Nous allons voir que cette estimation donne le résultat si m = 0. 
Lorsque m <0, nous allons utiliser une estimation apparemment plus 
grossière, mais qui utilise en fait plus d’information sur a. En « voyant » 
ā(x —., é — . ) dans un espace « plus gros » Af où u = m,, on a aussi: 


la*(x, é£)| = CN&;(@(x -., £ -—. )), 


où j dépend de m. 
On a pour x =0: 
G+fyl+/nDT# sup [820$ a(x-y,£-7)|< 
lal +18] =k 
<sC(1+|n| y GA +lé-n1), 
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et le choix de x est dicté par le lemme élémentaire suivant : 


LEMME 2 (« INÉGALITÉ DE PEETRE »). Pour tous é, n ER”, meR 
A+lé-n|}<@+fnDl QG + ED”. 


Preuve : c’est trivial si m>0 car 1+|£-n|<1+l|é|+1|n|< 
(1+/é1)(1 + |[n|), et on obtient le cas m < 0 en intervertissant les rôles 
de é et £- n, m et —- m. o 

On choisit donc u = |m|, et on obtient 


laž (x, E) s C(1+ Ep”. 


En appliquant cette preuve à 3f əf a(x, €) au lieu de a, on conclut que 
a*e s”. 

Pour le développement asymptotique, on applique la formule de Taylor 
avec reste intégral à la fonction g(t) = a(x + ty, £ + tn). En remarquant 
que : 


ko oau De 
g%(r) = y apr” nf 0% af a(x + ty, é +17), 
Lal +l Bl ak 70S 

on a: 
tasg p 
a* (x, = T — x 

[a] +| 8| <2k4+1 a! B! 

x (few ytntaan) al af alx, é) + R(x, E), 
où 


R(x, E) = (2 ry” f Arles 
0 


PES > (=1)!el +18] x 
|a] +| 8| =2k+2 


2k+2 
a! B! 


Calculons d’abord chaque terme de la partie principale de ce développe- 
ment : 


Eg a pB 
x 8; 8, ECx — ty, E — tn) y*n” dydn. 


LEMME 3. 
Ya eN”, YBEN’”, Qr)” f e70 yt yf dydy = (-i) “ll a! ag> 


où agp =l sia =P, sg =0 sia #BP. 
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Preuve : supposons par exemple |a|æ>/|B|. On remarque que 
fe >? = (— D,)* (e7°?) et on intègre par parties : 


Gr)" fer pe n° dy an = Tr)" f Din) e7?" dy dr. 


Si æ # B, alors il existe j tel que æ; > B;. On en déduit: 
D?(nf)=0 si a=, alors D #(n*) = (-i)ll a!l. 


Il reste à calculer : 


(2 my" | e=” dyan = lim Oa" f e? x (er) x len) dvdr, 


e—+0* 


pour x e S(R”), x (0) = 1. L'intégrale à évaluer n’est autre que: 


CESR f x(en) (nje) dn/e" = (2m) ” | x(e?n) (n)dan, 


qui tend vers (2 rm)” fenan = xy (0)= 1. 


On en déduit : 


a*(x E) = D AFDE A E) + RC E). 


Notons que əf Dae S"-l*l. Nous allons prouver que R, e S”-*-1. 
Pour cela on remarque que, en intégrant par parties en ņ puis en 
y comme ci-dessus, R,(x, £) est combinaison linéaire de termes du type 


1 y . 
[ ARE She y l e7" 97 0% E(x — ty, E — tn ) dy dn dt, 


où |y|>k+1. Mais (y, n) 373} ä(x-— ty, ë — tn) appartient à 
AX- IYI (R?”)c Ad” |l *l l (R?"), et l'intégrale oscillante correspondante 
est donc majorée par : 


C sup (1+ |y| + |n|) "IT QG + |é -tn |)” 


yn 


<C sup (1+ t|)!” 1+ Een ll 
n 


<CA+ gp” = CA + ED. 


Ainsi [|Ri(x, £)|<C(1+/|#1)"-*-!, et on majore de même 
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2% Əf R(x, é), en remplaçant a par 0% 67 a, ce qui achève la démonstra- 
tion. m 


Remarque. Une démonstration légèrement différente, qui s'adapte à de 
plus larges classes de symboles, est proposée à l’exercice 4.12 (question c)). 

La preuve du théorème 4.1 se déroule exactement selon le même plan, 
puisque la quantité à étudier est cette fois 


1 


# b(x, £) = 
a x Cry 


ferae- mea Eavan, 


qui est encore une intégrale oscillante à amplitude dans A¢ ®(R?”). Nous 
laissons les détails au lecteur (voir aussi lexercice 4.11). 


8.3 Action d’un opérateur pseudo-différentiel sur une fonction 
oscillante 


Par la même méthode, nous allons prouver un résultat très utile, qui est 
en particulier la clé de la proposition 7.1 de changement de variables pour 
les opérateurs pseudo-différentiels. 


THÉORÈME 3. Soient y e C°(R\), à valeurs réelles, telles que Yx € R", 
dy(x) #40, ue CS(R’) et ae S”(R” x R”). Alors pour tout À > 1, 


a(x, D'(ue#)(x) = e C9 I (x, À) (3.1) 


où I(x, À) admet, si À >+ œ, le développement asymptotique suivant, 
localement uniformément en x, 


IG A)= Y LC" uo) DE ax À dy (x)). G) 


a æ>0 


Dans la formule (3.2), on a posé r,(y) = # (y) — # (x) — dẹ (x)(y — x), 
et le terme de rang a est estimé par A-l*l7 


Preuve : par définition, on a, au sens des intégrales oscillantes, 
IG A) = 27” Î ei 6e 2) OO tydde 
Posant y = x +z, č = ņ + À d# (x), on obtient: 


IG A) = Cr)" I ein OT (x 42) x 
xa(x,n+Àd#(x))dzdn (3.3) 


avec les notations de l’énoncé ci-dessus. 
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a) Notons (x, n, À ) = f er ent (x + z) dz, de sorte que : 


IG, A) = Gr)" |an + à du (D) BG man. 


et montrons que, pour C assez grand, 
Yk, [D(x n, à) <C;:(+In| +4)" 

hors de = |n +à d#(x)| = Cà. (34) 
En effet, on écrit : 


-zan +Ardx +z) =afr@+2-2.2] =Af(z) 


avec f'(z) = dẹ (x + z) — dy (x) — n/À. 

Si |n + À d#(x)| <A/C, et C est choisie telle que |d#(y)| = 2/C 
pour tout élément y du support de u, alors |f'(z)| = 1/C. 

De même, si |n +A d#(x)| CA, et C est choisie telle que 
[dy (y)| = C/2 pour tout élément y du support de u, alors |f'(z)| = C/2. 

L'intégrale qui définit ® a donc une phase f uniformément non 
stationnaire, et le lemme 1 implique l’estimation (3.4). 

Ecrivons alors : 


I(x, A)= Zi A) +D(Xx À), 
où 
L(@2)=C27)" TNT EE 
se ( T4 du (x) a(x n +A dy (x))dzdņ CS 


et où ye cCe(R"), x(£)=1 pour 1/C s |¢|=C, x(£)=0 pour 
Ié| <1/2C. 

A cause de lestimation sur ®, Z; est à décroissance rapide lorsque ` 
À > + 0. 


b) Pour traiter Z,, notons : 
BG 2m, À) = ulz) a(x n + À dé (9) x h 2+ au). 
Alors b vérifie les estimations suivantes : 


Va, VB | af b(x, z, n, À )| < Cag A6 
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et admet un support compact en z, uniformément en #7, À et localement 
uniformément en x. 
Le théorème est alors conséquence du lemme suivant : 


LEMME 4. Soient r € C®?(R") vérifiant dr(0) = 0 et be C ”(R} x R} ) 
dépendant d'un paramètre À € [1, + œf, de sorte que, pour un certain m, 


Va, YB, [| 3f b(z, n, A)| = Cag A”TIPI., 


On suppose en outre que b est à support compact en z uniformément par 
rapport à N, À. 
Alors l'intégrale 


JA) = (2 m)” f e-iz.7 er) p(z, n, À )dz dn 


admet si À — + œ le développement asymptotique suivant : 


1 æ [ir Q 
JA)~ Y ee DE b 0A), o> 


a >0 


le terme de rang a étant estimé par À"=l«l72 


Preuve : on procède comme pour le théorème 2, par un développement 
de Taylor de l’amplitude en z= ņ =0. A l’aide du lemme 3, on a 
immédiatement 


L azc DEb (2,0, À ))|._ + RA), 
(al +181 <2k © 


Rà) = 27)" f a-p 5 Î ezizen z“ n x 
0 la] +181 =2k 


x 8% df (e b) (tz, tn, À) dz dn dr. 


Etudions d’abord la croissance des termes «principaux ». Dans 
a (ei D b(z, 0, À }) chaque dérivée en z portant sur l’exponentielle fait 
apparaître ià ðr, qui s’annule en z = 0, de sorte que la contribution de 
e" dans ce terme sera combinaison linéaire de termes du type : 


AT Dr... 8 par el 
+ la | 
où y læ;l = |a], et |æ;| =2, donc qs- 
i=l 


Compte tenu des estimations sur b, on conclut que : 


|as (e Dg b(z,0, Aà ))|, g5 Ca A" AIRE, 
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Nous allons exploiter également l’annulation de dr en 0 pour estimer le 
reste R;(A ). 

En intégrant par parties en ņ et en z, on se ramène, comme dans la 
preuve du théorème 2, à estimer une quantité du type : 


[i e_ 7:17 g7 (el atb) (tz, 1m, À) dz dn (%6) 


uniformément pour ż € [0, 1], avec |y| = k. 

A à fixé, (3.6) est une intégrale oscillante pour la phase — z. 7, 
dď’amplitude appartenant à Al Malheureusement, les dérivations en 
z portant sur e™™" font apparaître une grande croissance en À, qui compense 
la décroissance apportée par les dérivations en ņ portant sur b, et font que 
les semi-normes de cette amplitude dans Af n’ont pas la décroissance 
souhaitée. 

Nous allons donc retransformer cette intégrale, en développant les 
dérivées en z. L’amplitude est alors combinaison linéaire de termes du 
type 


i v v 
eh" Adar... à zr dE atb 


4 
pris en (żz, tn, A), avec Ÿ [vi] + el = Iyl |x] >1. 
i=l 
Si |v;| = 1, (87r) (tz) = ty, (tz). z, où ț,, € C”(R"). Des intégra- 
tions par parties en 7 nous ramènent alors à des amplitudes du type : 
e A1 @ (tz) a? a% t?b(tz, tn, À), 


où e CR"), |8| =+# {i, |v;| = 1}, de sorte 
q 
lrlæ  [»:| >24- |ô], 


i=l 


i.e. 
galati; 6-1 
On estime alors lintégrale oscillante par une semi-norme (fixe) de 
l'amplitude, et on obtient, compte tenu des estimations sur b, 
|R(A)| = Cp àA” tat-II =] èl 
soit, compte tenu de (3.7), 
|R(à )| sC, AMtm-\vl Ra CiN MEME 


où M est un entier indépendant de k, c.q.f.d. Oo 
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Remarque. Le développement asymptotique (3.2) est classiquement 
obtenu, à partir de l'expression (3.5), à l’aide du théorème plus général 
«de la phase stationnaire » (cf. Ex. 7.1), visant à étudier des intégrales du 


type f eS u(x) dx, lorsque u e C © et f n’a que des points critiques non 


dégénérés. (Voir [H1, paragraphe 7.7].) La structure particulièrement 
simple de la phase intervenant ici nous a incité à donner une démonstration 
directe. 


COMMENTAIRES SUR LE CHAPITRE I 


Ce chapitre emprunte toute sa substance — parfois même littéralement 
— au chapitre correspondant de l’ouvrage de HÖRMANDER The analysis of 
linear partial differential operators (tome IMI, chapitre 18, paragraphe 1). 
Nous nous sommes efforcés toutefois d’écrire un texte le plus élémentaire 
possible, auto-contenu, incluant ce que l’on a estimé être le «strict 
minimum » de la théorie. Nous croyons qu’une telle présentation pourra 
être utile aux étudiants, mais aussi aux chercheurs plus « appliqués » ou 
venant d’autres disciplines, qui pourront lire ce chapitre comme un 
« crash-course ». 

Bien entendu, de nombreux aspects ne sont qu’effleurés : les classes les 
plus générales de symboles pour lesquelles on dispose d’un calcul 
symbolique raisonnable sont introduites dans HÔRMANDER [H5] 
(tome III, paragraphe 18.5, « Calcul de Weyl ») ; une discussion approfon- 
die de l’action des opérateurs « exotiques » dans L? fait l’objet du livre de 
CoIFMAN et MEYER [CM] Au-delà des opérateurs pseudo-différentiels ; le 
cas d’opérateurs à symboles analytiques dans le domaine complexe est 
développé dans SJÖSTRAND [Sj] Singularités analytiques microlocales ; 
enfin, une discussion des différentes inégalités de «type Gärding» 
existantes, se trouve dans HÔÜRMANDER [HS] (paragraphe 18.6.7 
« Gärding fort», paragraphe 18.6.8 « Fefferman-Phong», paragraphe 
22.3.3 « Melin »). 

D’autres prolongements du présent chapitre seront discutés avec les 
applications au chapitre II. 


EXERCICES SUR LE CHAPITRE I 


1.1 Soit p = p(£) une fonction polynomiale de degré m> 1 sur R”, à 
valeurs complexes, elliptique au sens suivant : 


Si Ph est la partie homogène de plus haut degré de p, ce) 
ona:p,(£) #0 pour tout £ e R”\ {0}. 
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a) Montrer qu’on peut définir E € S'(R”") par 


à l—x(é) 
El) = 2, 
plé) 
où y € CER”) est à choisir ; vérifier que p(D) E =ê +ø, w ES. 

b) Vérifier que, si |æļ| est assez grand, x*EeL®(R’), et 
DF(x**6E)e L°(R") pour tout B. En déduire que E est C® sur 
R"\ {0}. 

c) On suppose mæ=n+1. Montrer que DÊ Ee L'(R") pour tout 
B tel que |B|<m-—-n-—1. En déduire que si ue L®(R") vérifie 
p(D)ue LR"), alors fu e L®(R") pour tout a de longueur inférieure 
ou égale à m-n- l1. 


Remarque. L’estimation ci-dessus est bien sûr loin d’être optimale. On a 
en fait 3u e L”(R”) pour |æ | <m —1 et «presque » pour |a| =m. 


1.2 Soit u e L°(R") telle que, pour tout j e {1, ... n }, pour tout entier 
k, aku e L”(R”). Prouver que 3fu e L'°(R”") pour tout œ e N”. (Indica- 
tion : considérer l’opérateur P, = Y à;*.) 
j=1 

2.1 a) Soit a = a(x, é) e S”(R" xR”). On écrit n=n;+n, avec 
nm =l, = (č, £2) avec £; E€ R". On suppose que a ne dépend pas de 
é Montrer que a est différentiel d'ordre [m]. 

b) Soit a = a(x, £) e C°(R" x R”) vérifiant 


Va, YB, |a% əfalx, £)| = Cag + JE D”TIP, 


avec les notations de a. Soit y € S'(R?), à support dans {|é,| <C|éi|}, 
pour un certain C >0. Montrer que a(x, £) x (£) € S”. (On justifiera 
l'existence d’un tel y.) 


2.2 Soient a = a(x, £) e C(R" x R”), x e C'°(RE), de support contenu 
dans {1/2 = |] <2}, et y ne s’annule pas sur ar 

Pour À = 1, on pose a, (x, £) = x (¿) a(x, à £). Montrer équivalence 
des conditions suivantes : 

i) ae S”. 

ii) YkeN, Ilall CIR" xR") © CaA”. 
2.3 Soit a = a(x, £) e CR" x R”) vérifiant: Im € R 

i) Va eN”, |aša(x, é)| <C,( +161)". 

ii) V8 eN”, |afa(x, £)| = C0 + Ep)" ET. 

Montrer que a e S”. (Utiliser l’exercice 2.2, et l’exercice 1.2.) 


Exercices sur le chapitre I 63 


2.4 a) Soit f e CHR"). On Suppose f et aff(|a| =k) bornés. Soit 
xeR” et P (hA) = X ? 270) h’. Montrer que la famille (P,), eg" 


1<| 8| <k-1 
est bornée et en déduire 


Ve, 1<pek-1, 1f C (Ilt E Wfl). 
|a| =k 


En changeant x en Ax (à à choisir) prouver que 


INA l;o = CIALE! 8! ( D) ur). 


Lal =k 


b) Soit p = p (x, £) € S” telle qu’il existe 4 <m vérifiant |[p(x, £)| = 
C(1 + |é|). Montrer que, Ve > 0, pe S“*° (on pourra utiliser lexer- 
cice 2.2). 


c) A quelle question naturelle la fonction & m> et! £Y répond-elle ? 


2.5 Soient Co >0, 2 = {¢ e C”, |Re ć | > Colmé|} et a = a(£) une 
fonction holomorphe sur N vérifiant : 


yen, [£læ1, laH] sC + 141)". 
Montrer que (1 — y(£))a(é)e S” (x e CP(R”") vaut 1 près de £ = 0). 


2.6 Cet exercice étend le lemme du paragraphe 2.3 au cas de fonctions 
holomorphes dans un secteur saillant de C. Soit Q = 
{ze C, |Imz| < Co Rez}, où Co>0 est donné. 


a) Pour æ >0, on pose f,(z)=e7®7. Vérifier que f,(z)/z* 0, 
z0,ze Q pour tout k e N, et que f,(z) — 1 quand a -> 0* uniformé- 
ment sur tout compact de 42. 

b) Soit (b;);en une suite de nombres complexes. rs qu’il existe 
une suite (æ;);en de réels positifs telle que la série ÿ b; IF a -f a) (z)) 

i-90 
converge uniformément sur tout compact de (2. Conclusion ? 


2.7 Soit m; une suite décroissante de réels tendant vers — oo, et soit 
a; € S™. On suppose qu'il existe a € C °(R" x R”) vérifiant : 

D Ju eR,ae s”. 

ii) 3(Ma)nen, une suite de réels tendant vers — œ, telle que : 


YaeN, jals, £)- Y g(x E| <C,( +161). 


jen 


Montrer que a ~ Za,. (On pourra utiliser l'exercice 2.4.) 
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1 
Peu 
a) Etablir une relation de récurrence entre 2 *?p, ə% + lp, atp. En 
déduire que p n'appartient à aucun S” (R, „). (On pourra raisonner par 


l'absurde et étudier la décroissance des d£p(r ?, T) pour T > + œ.) 


2.8 Pour re R, £eR, on pose p(ë, Tr) = 


b) Montrer qu’on a les estimations suivantes : 


Vi, VE |a pE, T)| =C; + {él + ri!" #24, 


2.9 Pour p € [0,1], 8e [0,1], on note S% s(R” x R”) l’espace vectoriel 
des fonctions a = a(x, £) e C'(R" x R”) telles que: 


Va, VB, [0% falx, E)| = Cuag + [éf) P181+8lel, 
a) Soit be C °(R" x R”) vérifiant |b] >= C(1 + |E” (C —0) et: 
Jp, ô, Ya, VB, [ƏZ Ə b|<C,glb(x, EJA + [Ef) 2181 +l, 


Montrer que 1/b € S; 4. 


b) Dans quelles classes S% se trouvent les symboles 
e(x)(1 + |x|?” |£]?! (u, v entiers = 0, ¢ e€ CE(R"))? 


3.1 Cet exercice établit le type de conditions vérifiées par le noyau d’un 
opérateur pseudo-différentiel (voir paragraphe 3.2.2) sans chercher à 
caractériser l’ordre de l’opérateur. 


a) Soit a(x, ë) € g S”(= S+ ®). On considère le noyau K de a(x, D), 
meR 
donné par la formule (3.2.2). Montrer qu’il existe un entier N tel que : 


Va eN”, VB eN”, 

IB] =N, (,+08,) (x-y) K(xy)e CIPI -N(R?") (s) 
(i.e. est continue bornée sur R?” ainsi que ses dérivées jusqu’à l’ordre 
|8| - N). 

b) Inversement, soit Ke 8’ (R°”) vérifiant les conditions (+) pour un 
certain N. On note ae 8'(R?”) la distribution définie par (3.2.2). 
Montrer qu’il existe un entier M tel que : 

Ya eN”, Y8 eN”, |B|l=M,.VyeN”, |y|l=<]|8| -M, 
£ Ta% fae L”. 


En déduire que a e S+”. 
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Remarque. Si l’on cherche à déterminer précisément l’ordre de 
a à partir de l’entier N intervenant en a) et b), on constate un important 
décalage (de l’ordre de n). Cela tient au fait que l’espace L” se comporte 
très mal vis-à-vis de l’analyse de Fourier. 


3.2 L'exercice 3.1 montre que le noyau d’un opérateur pseudo-différentiel 
est C” hors de la diagonale {x = y}. 

Soit ae S°, et K le noyau de a(x, D). On se propose d'étudier ici le 
comportement de K(x, y) lorsque (x, y) s'approche de la diagonale, i.e. 
lorsque z = x — y est proche de 0. 

On pose H(x,z) = K(x,x—z). Pour à =1, à choisir, on note 
H = H; +H, où: 


HG 2) = f e-f a(x, E) x (E/A) dE/(2 y 
H(x, z) = [er a(x, )(1 — x(&/A )) dé/ (2 7)", 


où y e CG (R”) vaut 1 pour |£| =C. 


a) En intégrant par parties, montrer que, pour tout N, 
JÆCx, z)| = Cp A"? [2] 72. 
b) Vérifier que | H,(x, z)] = CA” et conclure que 
|H(x,z)| = C/|z|". 


Cap 


— — t 
pp A pour tous 


c) Montrer de même que |a% əf K(x, y)| = 
a, B eN”. 


Remarque. Les opérateurs dont le noyau X vérifie les conditions 
décrites en c) forment une classe beaucoup plus générale que celles des 
opérateurs pseudo-différentiels d’ordre 0. En particulier, ils ne sont pas en 
général bornés sur L? (à la différence de ces derniers, voir le paragraphe 5), 
et cette propriété est très délicate à décrire en fonction de la distribution 
K (voir [DJ]. Un exemple simple est étudié à l’exercice 5.4. 


4.1 Montrer que, si a(x, D) et a,(x, D) sont des opérateurs différen- 
tiels, alors a(x, D) a,(x, D) = b(x, D) où b(x, é) = y E 3; a Dj a; 
a: 


a >0 


(noter que la somme est finie). 


4.2 Soit A un opérateur  pseudo-différentiel nilpotent (i.e. 
Jk e N/A* = 0). Que peut-on dire de A ? Donner un exemple non trivial 
avec k = 2. (On pourra utiliser l'exercice 2.4.) 
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4.3 Soit Æ un opérateur pseudo-différentiel idempotent (i.e. A? = A). 
Montrer que À ou 1 — A est d'ordre — œ. 


4.4 Sans utiliser la preuve du théorème 4.1 dans l’appendice, montrer les 
résultats suivants : 

a) L'application 

S" x STE 
(a, a2) => a; + a ( = symbole de a (x, D) a(x, D)), 

est continue (utiliser le théorème du graphe fermé et par exemple la 
proposition 3.1). 

b) L'application 

S” x Sa STT] 
(a, a2) => 4 # a3 — 41 2, 


est continue. 
4.5 Intégrales oscillantes 


Caractériser comme suit l’espace 47° de l’appendice lorsque p = 1: 


si m<0, Ař=8 


si m>0, AF =8@ imp]: 
où $4 est l’espace des fonctions polynomiales de degré d sur R”. 


4.6 a) Vérifier lénoncé suivant du théorème 1 « avec paramètre » : 


Soit N un ouvert de R”, et soient ge = p(x, 8)e CO(N x RŸ\0) et 
a=a(x,0)e C®(Q x IR") vérifiant : 


i) œ est u-homogène en 6, et dy g(x, 0) #0 sur Q x R"\0. 


ii) J existe p —1-—m tel que, pour tout compact K de Q, xeK, 
8eR", 


Va, VB, |a% Əba O)| = Cag e(l + 1017"72 À. 
Alors la fonction 1,(a)(x) = a 0) d8 est C® sur N. 


b) On se propose de généraliser le résultat ci-dessus lorsque la condition 
i) est relâchée en 


i) ẹ est -homogène en 6, et d; ; (x, 0) #0 sur Q x R"\0. 


On va montrer qu’alors 7,(a) peut être encore définie, mais comme 
distribution sur 2, l'application 7, : 45° — D' (Q) étant continue. 
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Soit a vérifiant ii) avec m<—N. Alors 1,(a)e CR) et, Si 
ue Ci (A), on a: 


f 1, (a) u dx = Î eœ 6) a(x, 8) u(x) d0 dx. 


Soit x ¢ supp u, et soit U un voisinage ouvert de supp u relativement 
compact dans R. On choisit une fonction X= 
x(t, 0) e C((R" x R")\ {0} ) homogène de degré 0 en (r, 6), telle que 


AL pp x=0 si x+ gr U. On pose alors : 


t 
KA 
l a(x+ t 0 ) u (x+ t ) 
ÉTÉ San ° Tø] 
Montrer que y e C”(R"+~\ {0} ), qu’elle est homogène de degré u par 
rapport à (7, 8), et que d, , Y #0 si X+ Tel e supp u. Montrer que 
be AFY(R’*"), et que 


[iua I eŸ bdt dê . 


c) Montrer que le support singulier de 7, (a) est contenu dans l'ensem- 
ble {xe 2,30 € R"\0, do o (x, 0) = 0}. 


vao) = (x+ „0 ) x(t, 8) 


b(t,0) = 


Conclure. 


Remarque. Les distributions du type 7,(a) jouent un rôle particulière- 
ment important en analyse, spécialement lorsque u = 1, p = 1 (intégrales 
de Fourier). Des exemples sont donnés au chapitre II, paragraphes B.1 et 
B.2. 


4.7 Soit « un nombre réel. On note S, le support singulier de la 
transformée de Fourier de la fonction f, définie sur R par 
a(x) = cos |x|*. Montrer que S, = Ø si œ >1, S, = {+1} sia =1, 
S, = {0} si a <1 (on pourra utiliser lexercice 1.2). L’exercice suivant 
prouve qu’en fait S, = {0} si æ <1. 


48 Soit a = a(8)e Aş, p —0. On suppose que à est C? près de 0. 
Montrer que a € S. (Indication : estimer a(0) — ($ *a)(8), où ge Ci, 


fo = l, lorsque 8 — œ.) 
4.9 Soit q une forme quadratique non -dégénérée sur R”. L’exercice 4.6 


montre que la transformée de Fourier de e°? est une fonction C® sur 
R”. (Pourquoi ?) Nous allons la calculer explicitement. 
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a) On appelle ĝ la forme duale de q, i.e.: si g(x) = (4x, x), 


CE) = (A'E, €). 
Vérifier que g(x) —2 (x, = qg(x- A 7'£E)- G(£), et en déduire 
que : 


ei9/2 Z (2 nm)" e 77/4 |det q [= 1/2 e- 9/2 
où « est la signature de q, et det q est le déterminant de q dans une base 


orthonormée. 


+® 3 
(On calculera eix? dx par prolongement analytique à partir de 


+ oo a 
Pintégrale de Gauss f e772 dx = zT | 
— 

b) Déduire de a) la formule suivante : 


VéeR", VkeN F (far dx) FLE 
Q: 


lal =2k 
(g (é)) 


2 nf2 iom/4 — 1/2 
= (2r) e |det q | x Fi 


qui nous sera utile pour établir la formule de la phase stationnaire (voir 
exercice 7.1). 


4.10 En reprenant la preuve du théorème 1, montrer le résultat suivant : 
Soient ¢ = (0) et a=a(0, À ) deux fonctions vérifiant les mêmes 
hypothèses qu’au théorème, a variant avec le paramètre À € [1, + œ [ de 
la façon suivante : 
si p=0, |ð a(ð, A)| = Ca(1+ |0|)”7P!le] 
si p <0, |Əə“a(ð, A)| =Ca(l+ |0| +A)”. 


Soit yoe C&(R") valant 1 près de 8 =0. Montrer que, pour tout 
NeN, 


f e20 a(0, A)(I — XolOJA D) dO | = CAT". 


4.11 Théorèmes du calcul symbolique 


Soit p = p (x, y, £) e C(R" x R” x R”). On dit que p e S”(R?” x R”) 
si 


jaz af azp(x, y, é )| = Cag (l + ||)" 171. 
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Sous cette hypothèse, on considère l’opérateur À de noyau 


K(x, y) D 


7 = f e~ E p(x, 6) dé. 


Montrer que À est un opérateur pseudo-différentiel d'ordre m, et que son 
symbole a(x, £) vérifie : 


a(x é) ~ D 0 DE y, E) x. 


az=0 


Vérifier que le théorème ci-dessus entraîne les théorèmes 3.2.3 et 4.1. 
(Pour ce dernier, on remarquera que, si A = a (x, D) et C = c(x, D) sont 
deux opérateurs pseudo-différentiels, alors AC * est du type étudié ci- 
dessus avec p(x, y, é) = a(x, £) c(y, £).) 


4.12* Soient p € [0,1], ô €e [0,1[; on définit comme à l’exercice 2.9, la 
classe S” (R?" x R”) par p = p (x,y, £) € S7 (R?” x R”) si 


[os af o!p(x, y, č)| <Cagy(l + jg ļy”-el l +ê(lal +181). 


On définit l’opérateur À comme à l'exercice 4.11. 


a) Vérifier que l'intégrale donnant le symbole a(x, £) de À en fonction 
de p peut encore être interprétée à l’aide du théorème 1. 


b) On suppose à = 0. Montrer que a € So. 
c) On suppose p>=ô>0. On note A = |é|, et on choisit 


Xo€ C&UR?") valant 1 pour |y|+ |n| =1/2, et valant 0 pour 
|y] + |7| > 3/4. En utilisant l'exercice 4.10, montrer que : 
a(x, é) — f e”: p(x, x-y, E — n ) xXo/à, n/A) dy dn/2 7)”| = 


SCOR T, 


pour tout N e N. 
Poser y =A? y’, m=À°17 dans l'intégrale comparée ci-dessus à 
a(x, £) et vérifier que la fonction 
q(x, y, Es n) =p(x,x -AT y, E —A’N) XAT? YIA, A? N/A), 
vérifie les estimations : 


Va, B, xy én |a afg] =Cag À". 


Conclure que |a(x, £)| = C (1 + ||)”, puis que a € S% s- 
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d) On suppose p >ô = 0. Montrer que a vérifie encore : 


ax, E) ~ D og DE y, E) ex. 


æ 20 ` 


Remarque. Cet exercice montre en particulier que le passage à l’adjoint 
et le produit laissent stable la classe des opérateurs pseudo-différentiels de 
type (p, 8 ), lorsque p > ô, ô < 1. De plus, si p > ô, de tels opérateurs 
jouissent d’un calcul symbolique tout à fait analogue à celui exposé dans le 
cours aux paragraphes 3 et 4. Notons enfin que l’hypothèse ô <1 est 
cruciale : l’adjoint d’un opérateur de type (1, 1) n’est pas en général un 
opérateur pseudo-différentiel de type (1, 1). (Pour une étude détaillée, 


voir [H8].) 
5.1 Continuité L? 


Soit x € R”, £e R” avec |60| = 1, ¢ € SR”), à = 1. On considère 
u (09 = A Me TE DA x — x0)). 


a) Calculer |u, |y 


b) Soit a e S”. Montrer qu'il existe b, € S” tel que: 


—iàx. ë 
ei alx D) u, =A bO D) Ply aa 2 


Montrer qu’il existe M e N tel que: 
|b, n) — ax A Eo) | < CA” PA + yl nap. 


(On pourra distinguer deux cas, suivant que |n | est inférieur ou supérieur 
à A 1/2.) 
c) En déduire (a(x, D) u}, u1) = a(x, AËo)|æ15+0(”"7 12), 


d) Montrer que si a(x, D) est borné sur L?, alors ae S° pour tout 
e 0 et |a(x, £)| =C (utiliser l'exercice 2.4, en commençant par 
remarquer que |a(x, £)| = C (1 + LES TS: 


5.2 Cet exercice concerne la première démonstration (historiquement) 
du théorème de continuité L? pour un opérateur pseudo-différentiel : le 
symbole est supposé homogène de degré 0. 

Soit donc a = a(x, £) e SUR" x R”), coïncidant pour |£| = 1 avec une 
fonction a (x, £) homogène de degré 0 en £. (Remarquer que ce degré 
d’homogénéité permet de définir e (x, D).) 

a) Montrer que, si ø (x, D ) est borné sur L?, alors a(x, D) est borné sur 
L?, (On pourra étudier a(x, D) — øe (x, D) x (D) où x € CR’) vaut 1 
pour || = 1 et 0 près de £ = 0.) 
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b) On suppose n = 1. Montrer que ø (x, D) est borné sur LR). 


c) On suppose n = 2, et on admet le théorème suivant la décomposition 
en harmoniques sphériques. 


Il existe une base hülbertienne (hy)yen de L'(S"”") formée de fonctions 
C® sur S"-|, telle que les coefficients de Fourier de toute fonction 
feC®%(S"-|) soient à décroissance rapide quand k > + œ, alors que 


Az rest) = O(kŸ) pour un certain M. 


Pour n = 2, il se réduit à la décomposition habituelle en série de 
Fourier. 
Montrer que l’on peut écrire : 


Le) 


(x E)= Vox) hEN E|), 
k=0 

où |oxll,© a St à décroissance rapide en k. En déduire que o (x, D) est 
borné sur L'(R"). 

Remarque. On notera que la démonstration ci-dessus ne nécessite pour 
a ou æ, aucune régularité en x, sinon d’être dans L”. Cela tient à 
l'hypothèse d’homogénéité en ¢ faite sur ø. 

Plus précisément, si a vérifie seulement les estimations 


Va, [fofa(x, E)| = Ca + 7161) lt, 


l'opérateur a(x, D) n’est pas nécessairement borné sur L?. 
En revanche on montre (voir [W], théorème 9) qu’il l’est toujours si l’on 
ajoute les estimations suivantes : 


Vie{l,.,n}, Va, |ð afa(x, )| = Ca + Ele. 


5.3* Cet exercice donne une démonstration du théorème 5.1 qui n'utilise 
pas le calcul symbolique. 

Soit ae C?"(R” xR”) vérifiant [0% 8 a| =C pour a € {0,1}, 
B e {0,1}". On se propose de montrer que a(x, D) est borné sur 
L’. On pose |a|| = 5 sup [4 əz a|. 

ae{ 0,1} 7 Be{0,1}” 

a) Préliminaire. Soient ọ € L'(R"), ue LR”), v e L'R”). Vérifier 

que 


ü(x, é) = je p(x-y)u(y)dy et 


(x, £) = fers p(£-n)ô(n)dn, 


sont dans L?(R?"). 
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b) Vérifier qu'il suffit de prouver l'inégalité suivante : 
Vae CER” xR”), Yue S$, Yves, 
| (a(x, D) u, v )| = Call|u},;2101,2. 
c) On pose (x) = [I (+ ix) 1 et & et à sont alors définies comme à 


j=1 
la question a). On écrit : 


at, Dyu) = ||] ei -£ a(x, €) u(y) D) dx dy LE . 
(2 r)” 


En intégrant par parties en é, montrer que : 
(a(x, D) u, v ) = i PF b (x, £) ä(x, £) VO) dx dé, 
où be CPR” x R”) vérifie Y sup [85 b| <C|a|. 


ae { 0,1} ” 


dans l'intégrale ci-dessus, 


d) En écrivant v(x) = jae ô(n) a 
2 ry 


et en intégrant par parties en x, montrer que : 


(a(x, D)u v)= Y pi ec, (x, E) OSA (x, E) (x, E) dx dé, 


ae{0,1)” 
où ca € CGR" x R”), sup |c, | = Cal. Conclure. 


Remarque. Cet exercice montre bien sûr beaucoup plus que le 
théorème 5.1 : on obtient ainsi la continuité L? des opérateurs de la classe 
So (cf. Ex. 2.9 et [W]) auxquels la démonstration du théorème 5.1 ne 
s’adapte pas. En revanche exercice 4.12 met en évidence un calcul 
symbolique pour la classe S; lorsque 1 = p > ô = 0, qui permet d’obtenir 
la continuité L? des opérateurs à symbole dans S$, 5 

Lorsque 1 >p =ô —0, la démonstration de l'exercice 5.3 s'adapte 
([W]) tandis que la continuité L? est fausse dans les autres cas 
0O<p <8=<1 etp =ô = 1. (Voir COIFMAN-MEYER [CM|].) 


5.4* Intégrales singulières 


Soit k e C'(R"\{0}), localement lipschitzienne, telle que : 


VxeR", [k#(x)|=< 2 > Pkæœ]| =< 


ET ETS 
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(k(x — y) vérifie donc une partie des estimations établies pour le noyau 
d’un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 0 en dehors de la diagonale 
{x = y} (voir Ex. 3.2).) 

On se propose d'étudier l'existence et la continuité L? de l’opérateur 
« valeur principale » 


Au(x) = lim k(x — y)u(y) dy. 


e—0+ J|x-y| >e 


a) Montrer que Au existe dans D'(R”") pour tout ue CPR") si et 
seulement si la condition suivante est réalisée : 


| k(x) dx a une limite lorsque e tend vers 0 . (+) 
es |x] 


=1 


(Comparer Au (x) à u(x) k(y) dy.) Vérifier qu’alors la famille 
e<l|y| =1 


de fonctions k, = k.1 {1x4 =e} Converge dans S” (R”) vers une distribution 
notée ko, et que A est borné sur L? si et seulement si Kọ € LR"). 


b) Vérifier que £, € LR"), et que 
tout é/|£] = 1/e. (On pourra estimer é; k,(&), pour j =1,..,n.) 
c) Si [£|<l/e on pos Æ,(£)=1,(£)+J(€), où J(E)= 


k(x)e-*"# dx. Vérifier que [J(£)| =C et que: 
|x| =1/| £| 


k,(&)| < C pour tout £ — 0, pour 


mo- | k(x) dx| =C. 
e<|x| <l/| é| 


En déduire que, sous la condition (+), l’opérateur Æ est borné sur 
L? si et seulement si la condition suivante est réalisée : 


| k(x) dx reste bornée pour R>+ ©. (4x) 
1<|x| <R 


Que deviennent (+) et (++) lorsque k est homogène de degré — n ? 
Éd 


— = est bien 
1+ |Log |x|| 


d) Vérifier que l’opérateur À associé à k(x) = 
défini et borné sur L? (y e R\{0}.) 

e) On prend k(x) = |x|İ”-”. Vérifier que k ne satisfait pas la condition 
(+), mais que, pour tout nombre complexe œ de module 1, on peut définir 


ee ie | E 
fx- y| =E 


n=O 
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iy B 


où €, —0* et sp —+ a. Vérifier que Aa = Ap = et que les 
y 


A, sont bornés sur L?. 


55 Soit B(L?) l’espace vectoriel des opérateurs bornés sur L?, muni de sa 
structure naturelle d'espace de Banach. 


a) Vérifier que l’application 


S > B(L°) 


a a(x, D), 


est continue. Son image est-elle fermée ? 
b) Soit ae S° Montrer que l’application 


[0,1] > B(L?) 
€m a(x, €D}, 


n’est pas en général continue, mais qu’elle l’est si on munit B (L?) de la 
topologie de la convergence simple. 


5.6 Si s est entier, montrer que H°= {ue L? D" ue L?, |a| <s}. 


5.7 Si s >n/2, montrer que H” est contenu dans l’espace des fonctions 
continues tendant vers 0 à linfini, et qu’on a: 


sup |u(x)| =Cļ|ulļ,- 
xeR” 


5.8 A quel espace de Sobolev appartient ô dans R” ? 


5.9 Cet exercice détermine tous les opérateurs pseudo-différentiels 
P locaux, i.e. tels que supp Pu c supp u pour tout es. 

Par exemple, les opérateurs différentiels sont locaux. On va montrer 
qu’il n’y en a pas d’autres. (C’est aussi une conséquence d’un théorème 
général de PEETRE.) 

a) Soit P un opérateur pseudo-différentiel d’ordre m < — n/2, local. 

Soit x € R”, et soit u e $. Montrer qu’il existe une suite u, € S telle que 
u, = 0 près de x, pour tout k, et u, >u dans L'(IR"). En déduire que 
Pu(x) = 0. (Utiliser l’Ex. 5.7) 

b) Soit P local d’ordre < 0. Montrer que P = 0. (Utiliser PEx. 4.2.) 


c) Soit P local d’ordre m < k e N. Soient f}, …, f p C” sur R”, bornées 
ainsi que leurs dérivées. Montrer que Ad f, ... Ad f ; P = 0. (On rappelle 
que (Ad 4) B = [A, B] = 4B — BA.) En déduire que si ue 8 vérifie 
u(x) =0 pour j<k-—1, alors Pu(x)=0. Conclure que 
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P= Ý aD“ où les a, sont C”, bornées ainsi que leurs dérivées. 
Pal <k-1 
(On pourra utiliser la formule de Taylor.) 


5.10 Soit re S7° tel que, Yx eR”, r(x, 0) = 1. On pose, pour € = 0, 
Pe =r(x, €D). 

a) Montrer les inégalités |p, u| =C l]uļo [u-p.ul, <C,e”lul, 
pour tout u€ $, m >=0. En déduire que pour tout ue L?, p, u >u dans 
L? quand #0, et que, si Æ est d'ordre négatif, p, A tend vers 
A en norme. 


b) Soit L un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 1. Montrer que 
|[Z, p lu l =C lulo pour tout ues. On note 


D(L) = {ue L’, Lue L?}, et on munit D(L) de la norme |u|,+ |Zu | 
Montrer que D(L) est un espace de Hilbert, dans lequel H*®”, puis 
§, sont denses. 


5.11 Soit P un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 1. Pour se R et 
keN, on pose: 


HS*(P) = {ue H°, Plue H“pour toutj <k}. 


a) Montrer que si A est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 0, 
ue H®*(P) entraîne AueH°®*(P). (En particulier: ue H* et 
Pue H°**-! entraîne Au e H°*(P).) 

b) Soient p, q € S ! tels qu’il existe a € S° vérifiant p — ag e S°. Montrer 
que H%*(g(x, D)) c H**(p (x, D)). 


5.12 Opérateurs elliptiques et inégalité de Gårding 


Soit ae S°. 
a) On suppose que a(x, D) satisfait une inégalité de Gärding: 
Vues, Re (a(x, D) u, u) + C |u|? ; = co|u |3. Montrer que 


Re a(x, £) > co pour |£| assez grand (utiliser l’Ex. 5.1). 
b) On suppose que a(x, D) satisfait une inégalité de type elliptique 
julo <C(|a(x, D)u|,+ [u|_,). Montrer que a est elliptique d’ordre 0. 


c) Reprendre les questions a) et b) avec ae S”, meR. 
5.13 Soit ae S” un symbole vérifiant Rea(x,¢é)= C ||” pour 


é assez grand, et soit k un entier > 1. Montrer qu'il existe b € SX tel que 
b(x, D} = a(x, D) modulo un opérateur d’ordre — oo. 


5.14 Soit a € S’ tel que |a(x, £)| = C 0 pour tout (x, £) € R” x R”. 
On va montrer que, pour £ > 0 assez petit, a(x, €D ) est inversible. (Noter 


76 Opérateurs pseudo-différentiels 


que ce mest pas une conséquence du fait que |a(x,0)| >C; voir 
exercice 5.5 b)). 


a) On pose, pour e€ [0,1], a,(x,£) = a(x, €). Montrer que 
da — 4 A 
° est une famille bornée de S! pour e € ]0, If. 


de = 
€ 


b) Vérifier que a, # 1/a, = 1 + e (q, # l/a, — q./a.) et en déduire qu’il 
existe ep 0 tel que: Vee ]0, eol, a,(x, D) soit un isomorphisme de 
L? 


6.1 Partitions de Punité 


Soient 2 un ouvert de R”, et (U;); e; une famille d’ouverts relativement 
compacts recouvrant #2. On va montrer qu’il existe une famille (#;); ez de 
fonctions telle que : 


i) Viel,p;e CẸ(U;), 0< 9; <1. 


ii) La famille (supp ọ;) est localement finie. (C'est-à-dire que, pour 
tout compact K de N, K N supp ¢; = Ø sauf pour un nombre fini de 
iel.) 

iii) Dans 9, D g; = 1. (Cette somme est bien définie d’après ii).) 

iel 

a) Montrer qu’on peut supposer 1 = N. 


b) On suppose que la famille (U;) est localement finie. Montrer qu’il 

existe une famille (V;) d’ouverts telle que Yi € 1, V; c U; et R = UJ V;. 
iel 

(On pourra construire les V, par récurrence, de telle sorte que 

VneN, 2 = (Jp; U (JU; ) Choisir alors y; € C (U;), Y: = 0, telle 


isn j>n 


que #; >0 sur V;, et vérifier que p; = répond à la question. 


vj 
jel 

c) Cas général. Construire une suite localement finie (4,) d’ouverts 
relativement compacts de N, recouvrant #2. Pour chaque n, on choisit 
I cI fini tel que 4,e | JU, et Pon pose, siiel,, Up: = U; N Ap 

iel, 

Montrer que les Up ;, neN, ie1,, forment un recouvrement locale- 
ment fini de 2 ; choisir une partition de l’unité (p, ;) comme en b), et 
poser gi = È Pi. 

nliel, 

Dans les exercices qui suivent, on note Ÿ,,(42) l’espace des opérateurs 

pseudo-différentiels proprement supportés sur 2, d’ordre m. 
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6.2 a) Montrer que la proposition 2.3 se généralise au cas d’éléments de 
Sie (2 x R”). 


b) Généraliser les théorèmes de calcul symbolique 3.2.3 et 4.1 à la 
classe des opérateurs proprement supportés sur #2. 


c) Soit a E€ Si.(92 x R”), et soit 4 e W (12) admettant a pour symbole. 
Montrer qu'il existe Be Y(®) vérifiant BA=1+R (resp. 
AB =I + R), où R est un noyau C°, si et seulement si a vérifie la 
condition suivante: pour tout compact K de 9, il existe Cg >0 et 
Rx tels que Vxe K, |a(x, £)| = Cgļé|” si |č| = Rx. (On dit alors que 
a — ou À — est elliptique d’ordre m.) 

d) Soit p,(x, E), (x,£)e R xR”\ {0} une fonction homogène en 
é de degré m. Soit P e YW (92), de symbole p, tel que p — Pm € Sme 
(Pm E CAN x R”) est une fonction qui coïncide avec p,, pour |£| = 1): 
on dit que p,, est le symbole principal de P. (Voir paragraphe 7.2.2.) A 
quelle condition sur p,, l'opérateur P est-il elliptique d’ordre m ? 


6.3 a) Soit AE Yp (2). Montrer que, pour tout compact K de 9, pour 
tout réel s, il existe Cx, , 0 telle que: 


VueCG(K), |Au|. <Cxlu| 


b) On note 
ic( 2) = {ue D' (R), Ve Ee CFP(2), pue H{R')}, 


que lon munit des semi-normes |pu|, p € CG (92). Montrer que 
Pinégalité de la question a) signifie que À est borné de Hi4” (Q) dans 
Hioc( 82). 


6.4 Cet exercice fournit une caractérisation des opérateurs pseudo-diffé- 
rentiels locaux par leur action sur L?. (Voir [CM].) 


a) Soit T un opérateur linéaire borné sur L'(IR"), de noyau à support 
compact dans R” x R”. Pour £e R”, on note e la fonction définie par 
eg(x) = e™:f, et on pose : 


rx, é) = Tle (x) eE. 


Justifier l’existence de op, et vérifier qu’elle est continue en £, à valeurs 
L'(R*). Vérifier enfin que 


sup f lo rx, £) |7 dx < + œ ; 
¿eR” 
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dé 


Cry (remarquer 
T 


et que, Vu e CR"), Tu(x) = f e™-E o7(x, é) à(Ë) 


par exemple que, pour toute fonction ¢ € Cp (R”), 
(Tu, g) = (u, T*p)=(2r)" f û(E) < ep, T* p > dé). 


b) On désigne par © l’espace vectoriel des opérateurs T, comme en a), 
tels que, pour toute famille finie X}, ..., X , de champs de vecteurs, 
l'opérateur ad(X,) ... ad (X,) T soit borné sur LR"). 

i) Montrer que tout opérateur pseudo-différentiel d’ordre 0 à noyau 
supporté dans un compact est dans ©. 

ii) Montrer que si 7,, T, sont dans ©, T, T, est dans ©. 

iii) On note D = {or, Te 6}. Montrer que X est stable par la 


multiplication par une fonction C®(R”), et par l’action de 8/8x;, 
9/0€;, x 8/8Ë; pour tous j,k dans {1,...,n }. 
iv) En utilisant a), montrer que Y c SAR’ x R”). 


c) Enoncer et prouver un résultat analogue à celui de b), dans le cadre 
des opérateurs proprement supportés sur un ouvert N de R”. 

d) Soit o(£) =exp (ie(® Je (8, (£) = (1+ |E]! Montrer 
que lopérateur ø(D) est borné de H° dans H' pour tous réels 
s et t, et que, pour toute famille finie X,, ..., X , de champs de vecteurs à 
symboles dans S', opérateur ad(X,)...ad(X,) (D) est borné sur 
LR"). Le symbole ø appartient-il à S°? 


6.5* a) Soient s,1 deux éléments de [0, 1[ vérifiant s +7 < 1. Soient 
AE Pp), m=s+t, P et Qe PA); on suppose que P et 
Q admettent tous deux un symbole principal réel. 

Montrer que, pour tout compact K de 9, il existe Cx = 0 telle que : 


Vue CP(K), |(Au, PQu )| = Cl luli + | Pul? + [Qul ,)- 


En choisissant 4 = E* E[P, Q], où Ee Y-("+1)2 est elliptique, en 
déduire que 


VueC5(K), jP, Q] U|_Guisinp = Cr(lul,+ [Pul_,.+ [Qu] ,) 


{avec d’autres constantes C x). 

b) Soient X,,..., X p des champs de vecteurs réels C® sur N. On 
suppose qu’en tout point x de 2, les vecteurs #;(x), [X;, #,](x) pour 
l<i<p, 1<j <k<p, engendrent R”. 
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i) En utilisant a), avec s = t = 0, montrer l'estimation : 


P 
Vue CPK), julia Ck( lue + > TA : 


i=l 


ii) Soit alors ue LÈ, (9) telle que, pour tout i, X;ue Li.(Q). En 
appliquant l’inégalité ci-dessus à R, u, avec 


R, = px(ED)e,peCG(N),x es et x (0)=1, 


conclure que u e H HR ). (On pourra remarquer que R, =r,(x, D), où 
la famille (r.) est bornée dans SR" x R”).) 

iii) Soit ue D' (RQ) telle que pour tout i, X; ue Hie( Q). Montrer que 
ue Hẹ "4 Q). (On pourra remarquer que tout xe R a un voisinage 
ouvert w tel que ue H.(w)} pour un certain ø.) Montrer que si 
X;ue C”(N), Lsisp, alors ue C°(Q). 

iv) Dans R?, on considère ¥, = 3/əx, X, = xð/ðy. Soient +, y deux 
fonctions C® à support compact sur R, avec supp # c [l,2]. Pour 

+0 


à zl, on pose u, (x, y)= Ņ(àx) ed p(x Vn) dn. Estimer 
0 


+ 
| lua Œ -Dli dx pour s=0 lorsque À — +00, puis |X; un le et 
-%0 


conclure que le résultat ci-dessus est optimal. 


c) On se donne toujours X, ..., X , sur 2, mais on suppose cette fois 
que, pour tout x e€ N, R” est engendré par les X,(x), |Z| =r, où l’on a 
posé : 


si I= (ip osig) E dis D y4, q= |I], 
X; = (adX; ) … (adX;,_,)X;,. 


En raisonnant comme dans la question b), montrer qu’il existe ô — 0 tel 
que, si u E D' (N) vérifie X; u€ Hÿ,(Q), 1 si =p, alors ue Hÿi?(Q). 


Remarque. Contrairement à la question b), le gain ô mis en évidence 
par cette méthode n’est pas optimal. (On peut montrer que le gain optimal 
est l/r.) 


6.6 Soient X}, ..., X , des champs de vecteurs C? sur 42. On pose: 
P 
P= FX. 
i=l 


a) Prouver lestimation suivante : 
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Pour tout compact K de N, tout se R, tout ve C5 (&K), 
P 
2 
Y [Xi u| = |Re (Pu, u)s| +Cx,lul?, 
i=l 


où (v, w), désigne le produit scalaire dans H‘(R”). 


b) En raisonnant comme à l'exercice 6.5 b) ii), montrer que si 
ue Hÿ,.(N) vérifie Pu e Ho 2), alors X; ue Hi,.(92) pour 1 =i =p. 


c) On suppose que les X; vérifient les hypothèses de la question 6.5 c). 
Soit u € D' (2). Que peut-on dire de u si Pu Ee Hi,(Q), si Pue CT(Q)? 
6.7* Soit P€ PR), admettant un symbole principal pı, vérifiant : 

VxeN,V£ER"\{0}, pi(x £) =0 => {Rep Imp} (x, )>0. 


a) Soit E un opérateur d’ordre — 1, proprement supporté, de symbole 
principal ||7!. Montrer qu’il existe une constante C4 positive telle que 
l'opérateur 

Q=[P* P|+CoEP*P, 


vérifie les hypothèses de l’inégalité de Gärding. 
b) Prouver que, pour tout compact K de N, il existe Cg > 0 telle que 


Vue CK), ul, = Cr Pulo + |ulo)- 


En utilisant un régularisateur comme à l’exercice 6.5 b) ii), en déduire que 
si ue LA(N) et Pue Li.(N), alors ue HEO); conclure que si 
ue D'(N) vérifie Pue Hÿ.(Q), alors ue Hÿ:"{Q). (Raisonner 
comme à l’exercice 6.5.) 

On dit que P est «sous-elliptique avec gain d’une demi-dérivée ». 


6.8* Condition de transmission à une variable 


a) Calcul préliminaire. Pour u e R et y e C°(R) vérifiant xy(£) = 1 
pour & = 1, et y(£) = 0 pour £ = 1/2, on pose: 


u, (x) = IG eht y(E) E" dé. 


Le] 


On sait (voir exercice 4.6) que u, est une distribution sur R qui est 
CS en dehors de x = 0. Montrer que, si x =0, on a: 


up (x) = e PE +D Tu +1)x7#-1 modulo C°([0,+ œf) 
u,(—x)=e PE +DT(u +1)x #4"! modulo C®(]0, + œl). 


si Hé {-1,-2,-3,.. }; 
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et 
u_,(x) = it! x7! Log x modulo C®([0, + œf) 
u_„,(— x)= (- i)}t! x”! Logx modulo C®%([0, + æ[) 


si ne {1,2,3,.. }. 


On désigne ici par F la fonction eulérienne usuelle définie, pour 
Le] 


Rez =—0, par I (z) = f e7! r7! dr et prolongée méromorphiquement à 
0 
tout le plan complexe. Indication : on se placera d’abord dans le cas 
co . 
u =—1, où l’on comparera u, à Í ef £4 dé, puis on remarquera que 
0 
D,u u = Up 
b) Soit À ~ È à; un symbole classique d’ordre m sur R. On pose : 


+o . 
u(x) = | ef A(£) dé. 
— 

Montrer que u| _ se prolonge en une fonction C® si et seulement si : 
VjeN, A,(—-1)=e70-J)À;(1), ce qui signifie que A;(£) se prolonge 
holomorphiquement à Im £ > 0. 

c) Soit a~ X a; un symbole classique d'ordre m sur R. On dit que 

j=0 

opérateur a(x, D ) satisfait à la propriété de transmission par rapport à 
10, + œ[ si Yu e C P([0, + of ), la fonction a(x, D)(u°) |, _ se prolonge 
en une fonction C”. (On a noté u’ le prolongement de u à tout R donné 
par u(x) = 0 si x <0.) 

Montrer que, si ue C 6°([0, + æl ), 


+ © 
a(x, D) u’(x) = f c™f A (E) dé, 

— %0 
où À est un symbole classique d’ordre m, vérifiant notamment Àg(£) = 
— i`! a(0, £) u(0). (On pourra commencer par remarquer que ú (E) est 
un symbole classique d’ordre — 1, dont on calculera un développement 
asymptotique, puis on se reportera à l’appendice, théorème 2, pour 
calculer À en fonction de a.) 

En déduire que a(x, D ) satisfait à la propriété de transmission dès que 

sont vérifiées les conditions suivantes : 


VkeN, Yj eN, əka;(0, — 1) = e7(*-) 5%a;(0, 1). (x) 


d) Montrer réciproquement que si a(x, D) satisfait à la propriété de 
transmission, alors les relations (+) ont lieu. (On commencera par montrer 
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le cas j = k = 0, puis on remarquera que, si a(x, D) satisfait à la propriété 
de transmission, [D, a(x, D)] également.) 


7.1* Formule de la phase stationnaire 


a) Soit q une forme quadratique non dégénérée sur R”, et soit 
ue CG (R’). On se propose d’étudier le comportement asymptotique de : 


I(A) = f eñ u(x)dx lorsque À — +0. 


Pour cela, poser x = y/ x dans l’intégrale, et développer u au voisinage 
de 0 ; en estimant le reste à l’aide du théorème 1 de l’appendice, montrer 
qu'on obtient un développement asymptotique en puissances de À, dont 
on calculera chaque terme à l’aide de l’exercice 4.9 b) : 


ra~ (2) RE ear (LD a) 00). 


o étant la signature de q. 

Soit maintenant f e C®(R”), à valeurs réelles, admettant un unique 
point critique x, où le hessien q = f"(x) est non dégénéré. Pour 
ue C6, on se propose d'étudier : 


IF(À) = | eM y (x) dx. 


b) Lemme de Morse. Montrer qu'il existe un voisinage V de 
X% et un difféomorphisme local g de V sur un voisinage de O tels que: 


YxeV, f(x) =34(9)): 


Pour cela, chercher g(x) sous la forme B(x)(x -x) où B(x) = 7 
Remarquer que l’on peut écrire : 


SO) = 3 (AG — %), x xo) 


avec A(x) symétrique, A(x,) étant la matrice de q, et qu’on est alors 
ramené à résoudre : 


B(x)* A (0) B(x) = A(x), B(%) =7, 


pour x près de x. 

Conclure en appliquant le théorème d’inversion locale (par exemple 
sous la version énoncée au chapitre III, paragraphe A.1.1) à l’application 
Br B* A (x) B près de B =7. 
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c) Déduire de a) et de b) que 7,(A) admet un développement asymptoti- 
que en puissances de À, dont le premier terme est : 


nf2 . 
(35 )" ir] det f7 Pu), 


g étant la signature du hessien f” (x). (On pourra utiliser le lemme 1 de 
lappendice pour localiser le domaine d’intégration autour de x.) 


Remarque. Il est possible de calculer explicitement tous les termes du 
développement asymptotique mis en évidence en c). (Voir [H1, théo- 
rème 7.7.6], où l’on utilise une méthode indépendante du lemme de- 
Morse.) 

Dans toute la suite, M désigne une variété C” (réunion dénombrable de 
compacts). 


7.2 Vérifier que le théorème de partition de l’unité (Ex. 6.1) est encore 
vrai sur la variété M. 


7.3 On fait choix d’une densité positive sur M. (Voir éventuellement la 
note sur les densités à la fin des exercices.) 

a) Soit Ae Ÿ"(M), et soient g, y € CG (M) telles que supp N 
supp # =Ø. Montrer qu'il existe k e CG(M x M) telle que: 


Vue C®(M), Vxe M, gAÿu (x) = f k(x, y) u(y) u O). 
M 


(On pourra d’abord étudier le cas où supp ẹ c U, supp yc V, U et 
V étant des domaines de cartes disjoints ; alors U U V est un domaine de 
carte.) 


b) Montrer que W-”(M) coïncide exactement avec les opérateurs du 
type : 


Kuo) = | k(x y)uG)uG) (ue Co(M)), 
M 


où ke C”(M x M). 


7.4 a) Soit U un ouvert de M. Si Ae ¥”(M), montrer que l’opérateur 
A . 
LA 


CPU) > C°(U) 
ur> (Au), 


est élément de Y” (U). 
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SiBe Y(U), ¢, y e CS(U), montrer que @ By définit un élément de 
y"(M). 

b) Soit A: CS(M)=C°(M) un opérateur linéaire continu. On 
suppose qu'il existe un recouvrement ouvert (U;) de M tel que 
Aju, € Y'(U;) pour tout i. A est-il élément de W”(M)? (On pourra se 


contenter d'étudier le cas de deux ouverts dans R !) Montrer que l’on peut 
conclure si l’on impose de plus que À satisfait la propriété mise en 
évidence à l'exercice 7.3 a). 


c) Soit (U;); ez un recouvrement ouvert de M, et, pour tout į € J, soit 
A; € Ÿ”"(M). On se donne d’autre part f € [ — œ, m, et on suppose que, 
pour tous i,}j 


Av nu, — A nu, € Y(U; N U;). 


Montrer qu'il existe A e YW ”(M) tel que, pour i: 
Au,- Aie YU). 


Montrer que A est unique modulo wt(M). En d’autres termes : 
ww est un faisceau sur M. (Indication: on pourra prendre 
À = > b, Ai Pi où g; PiE Co (U,;) sont bien choisies...) 


d) Appliquer le résultat de c) aux situations suivantes : 

i) Si ae S”(T* M) est m-homogène, il existe 4e ¥”(M)}) dont le 
symbole principal est a. 

ii) Soit (m;);en une suite de réels décroissant vers — œ, et, pour tout 
j, soit 4; € W”I(M). Montrer qu’il existe A e Ÿ (M) (unique modulo 


Y- (M) tel que : 


A~ ï A; au sens où, pour tout N EN, A- $ 4e NM). 
j=0 


Î<N 


iii) Soit 4e ¥”(M), de symbole principal a„. On suppose que 
a #0 sur T* M. Montrer qu’il existe Be Ÿ = °(M) tel que AB = I = 
BA mod Y = °(M). 


7.5 Cet exercice étudie la généralisation du théorème 3.2.3 aux variétés. 
Soit u une densité positive sur M, et soit A e YW (M). On se propose de 
montrer qu'il existe 4* e YW (M) tel que: 


Vue C$(M), Yve CFM), f au. a = | u. Abu. 
M M 
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a) Vérifier que, si un tel opérateur existe, il est unique parmi les 
opérateurs C5 (M) — C°(M). (Ou à valeurs dans l’espace des distribu- 
tions sur M, si l’on sait de quoi il s’agit.) 

b) Soient ¢, y e CS(U), où U est un domaine de carte. Construire 
(&Aÿ )*. En déduire une construction de (A )* en utilisant une partition 
de l’unité subordonnée à un recouvrement (U;) tel que U, = U, 
U, N supp # = Ø pour i #0. (Utiliser l'exercice 7.3 a)) En déduire 
finalement une construction de A4*. 


c) Montrer que, si À admet un symbole principal a, alors 4* admet 
&, pour symbole principal. 


7.6 a) Montrer l’invariance par changement de coordonnées du fait 
qu’un opérateur est classique au sens du paragraphe 2. En déduire qu’on 
peut définir sur M des opérateurs pseudo-différentiels classiques. 


b) Soit A e Y (M), classique, et soit a„ son symbole principal. Soient 
xe M,ç@€e Ci (M) telle que ¢ (x) = 1, y e C”(M) telle que dy (x) # 0. 


Calculer lim À-"e-i#@ A (e* L)(x) en fonction de a„. (Utiliser le 
À — + 00 


théorème 3 de l’appendice et l’exercice 7.3 a)) 


7.7 L'objet de cet exercice est de caractériser les opérateurs pseudo- 
différentiels sur M = T” = (R/2 mZ)". Pour k e Z”, on note e, la fonction 
C® sur T” définie par e,(x) = e*-*. Si ue C(T"), on note (k) = 


Cr)" f u(x)e”-%* dx. Si a = (a(k}))ņe z” est une suite de nombres 
T 
complexes, on définit la suite 8,a (1 <j <n) par: 


où (£p. Ep„) est la base canonique de Z”. On définit ensuite 
ô“ pour a e ÑN” selon la procédure habituelle. 
a) Soit A e W”"(T"). Pour xe T” et k e Z”, on pose: 


a(x, k) = e_,(x) Ae(x). 


Vérifier que |a(x, k)| = C(1 + |k|)” (utiliser le théorème 3 de lappen- 
dice) et que : 


dja(x, k) =e_,(x)[8;, A] ex (x) 
5;a(x, k) = e_,(x)(e_,, 4e, — A)(e)(x). 
En déduire que : 


Va, VB, |a? 8 Fax, k)| = C,g(1+ |k)!” . (+) 
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b) Réciproquement, soit a = a(x, k), de classe C” en x, vérifiant la 
condition (x), on définit alors A: C°(T") > C°(T”) par: 
Au(x) = + a(x, k) ä(k) e *. (**) 
keZ" 


i) Pour ¢, y e C”(T”) telles que supp 6 N supp & = Ø , montrer 
qu’on peut écrire : 


pgAyÿu(x) = f k(x,y)u(y) dy, avec ke C ”(T" xT”). 
T 


ii) On note U = (T'\ {1})” que l’on identifie à ]0, 2 x [" par la carte 
habituelle. Pour ¢, # e CF(U), vérifier que pAy appartient à ¥”(U). 
(On remarquera que 8“(e'7) = z“ e7 q,(z) où qa est C®, non nulle 
sur U.) 

ii) Conclure. 


Les trois exercices suivants montrent comment on peut appliquer les 
opérateurs pseudo-différentiels à l’analyse sur les variétés compactes. Afin 
de mieux montrer comment fonctionnent les opérateurs pseudo-différen- 
tiels, nous avons choisi de donner des preuves auto-contenues des résultats 
classiques de finitude, de dualité et de décomposition spectrale, et le seul 
résultat non trivial d’analyse fonctionnelle utilisé ici est le théorème de 
projection de Hilbert (Ex. 7.9 e)). 

Le lecteur désireux de connaître les concepts généraux d’analyse 
fonctionnelle qui sont attachés à ces résultats (opérateurs de Fredholm, 
etc...) pourra se reporter par exemple à HÔRMANDER [H5, paragra- 
phe 19.1]. 

Dans toute la suite, on se donne une variété M compacte, et sur 
M une densité positive u. L'espace L'(M) est muni du produit scalaire 
hilbertien : 


cu)= | uu . 
M 


On notera comme d’habitude |u lè = (u,u ). Pour la norme ainsi définie, 
C®(M) est un sous-espace dense de LM). 


-7.8* Finitude et dualité 


Soit M une variété compacte de dimension n, et soit P e Y ”(M) un 
opérateur elliptique. On choisit une densité positive uw sur M, et on 
introduit sur C°(M) le produit scalaire préhilbertien 


o= | up . 
M 


On a montré à l’exercice 7.5 que P possédait un adjoint P* pour cette 
structure, et que P* e Y”(M). 
Par ailleurs, on appellera noyau de rang fini toute fonction 
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N 

ke C°(M x M) s’écrivant sous la forme k(x, y) = > p;(x) #;(y) où 
j=1 

g;, P;E C°(M), et par extension l’opérateur K qui lui est associé par la 


formule Ku (x) = f k(x, y} u(y) u (y). 
M 


a) Montrer que, si K est un noyau de rang fini, Ker (Z — K) est de 
dimension finie, et Im (7 — K) = (Ker (I — K*))*. 

b) Soit ke C(M x M). Montrer que, pour tout € —0, il existe 
k' de rang fini tel que supy, m|k—k’'| =e. (On pourra penser au 
théorème de Stone-Weierstrass.) 

En déduire qu'il existe Qe Ÿ-”"(M) tel que QP =1-KXK, où 
K est un noyau de rang fini. 

c) Montrer que Ker P est de dimension finie. Soit f e (Ker P *)+. 
Montrer que Qf e (Ker(1—K*}))!:, et en déduire qu'il existe 
ge C®(M) telle que f -— Pg e Ker Q. Montrer qu’on peut choisir 
g tel que || f — Pg || soit minimale, et qu’alors k = f — Pg est orthogonale 
à P(Ker (QP )). En déduire que P * he Im (P* Q*), puis que k = 0. 
Conclure que Im P = (Ker P*}. 


7.9* Soit Ae Y ”(M) avec m <0. Par le théorème 5.1, 
A:C”(M)—>C”(M) 

se prolonge en un opérateur borné de LM), que nous noterons 

encore À. 

On suppose 4 auto-adjoint, i.e. A* = A. 

a) Soit F c L?(M) un sous-espace fermé stable par A, sur lequel 
A n’est pas identiquement nul. 

i) On note s(F) = sup |(4u,u )|. Montrer que s(Fje 

ueF,|u|o=1 
J0, + œ [. 

ii) Soit (w;) une suite de F telle que KAN = 1 et (Au; uj)> À avec 
|à | =s(F). On note e = A/s(Fje {-1,1}. 

Montrer que |Au;—Au;| —0 (appliquer l'inégalité de Schwarz à 
Q(v) = ((s(F)-sA)v,v)) et, à l’aide de l'exercice 7.8 b) montrer 
qu’une sous-suite de (u;) converge en norme vers un élément non nul de 
Ker (A — à ) N F. Vérifier en outre que Ker (4 — À ) est contenu dans 
C°(M), de dimension finie. 

b) Montrer qu’il existe une suite (Æ,) de sous-espaces de L?(M), deux à 
deux orthogonaux, de dimensions finies > 0 et une suite (A,) de nombres 
réels, telles que : 


` k HE 
Vk, Air, = Agld et |Ak] =s(F), avec F = (@ z) i 
enfin Ep c C (M) si À, #0. m 
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c) Montrer que À, — 0. (On utilisera les exercices 5.10 a) et 7.8 b) 
ko 
pour montrer que A est limite en norme de noyaux de rang fini ; on en 
déduira que À ne peut vérifier une inégalité du type |(Au, u )| = c|u|? 
avec c — 0, sur un sous-espace de dimension infinie.) 
d) Montrer que, si (à;) stationne à la valeur 0, A est un noyau de rang 
fini. 


e) On pose E= @ E;+ Ker A. Montrer que E est dense dans 
k=0 


LM). (On étudiera E+.) 


7.10* Soit P e Y’(M), d'ordre m=—0, formellement auto-adjoint, i.e. 
P* = P, dont le symbole principal pm vérifie : 


V(x £)e T*M, Pm (x £)æ=clé|", avec c>0. 


a) Montrer qu’il existe a — 0 tel que P + a soit injectif sur C°(M). 
(Utiliser l'inégalité de Gärding.) 

À l'aide de l’exercice 7.8, montrer que P +a: C°(M) > C®(M) est 
inversible. 


b) En appliquant les résultats de l'exercice 7.9 à A = (P +a) |, 
montrer qu’il existe une suite (Æ,) de sous-espaces de C°(M), de 
dimensions finies > 0, deux à deux orthogonaux, et une suite (A,) de réels 
tendant vers + œ telles que : 


LM) =@E,, etVk, Pig, =Arld. 
k 


Note. Densités sur une variété. A l'intention du lecteur peu familier avec 
le calcul sur les variétés, nous rappelons ici en quelques lignes la notion de 
densité. : 

Si Æ est un espace vectoriel sur R, de dimension mn, on note 
|[@](CE) l’ensemble des applications @ : E” >C telles que, pour tout 
opérateur linéaire À sur E, pour tous vecteurs h,, …, h, de E, on a: 


e (Ah, … Ah, ) = |det A | ọ (hi -- hn). (*) 


Par exemple, si (e1, …, e,) est une base de E, @ = Je“ A...1e*| est un 
élément de |Q|(E), à valeurs dans R*. Il est clair que | Q |(ÆE) est un C- 
espace vectoriel de dimension 1, et qu’un tel élément en constitue une 
base. 

Lorsque M est une variété de dimension n, on note |2 | (TM) la réunion 
disjointe des |2 |(7,, M) pour me M: |Q \(TM) s'organise en un fibré 
vectoriel complexe de rang 1 sur M, que l’on appellera le fibré des 
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éléments de volumes sur M. On appelle densité toute section (C®) de ce 
fibré ; l'intérêt d’une densité p est qu’elle peut s’intégrer sur M (du moins 
si elle décroît suffisamment à l'infini, en tout cas si elle est à support 
compact). En effet, dans un système de coordonnées locales, on peut 
écrire : 


P =f (Xp -> Xn) dx a-..Adx,|, avec feC®, 


et, si p est à support compact dans le domaine de carte, on peut définir 
f PpP = fx% ee., Xa) dx; 5e dx, x 
M R” 


la formule (*) assurant indépendance par rapport au choix du système de 
coordonnées grâce à la formule de changement de variables dans les 


intégrales. Par partition de l’unité, on définit ainsi p pour toute densité 
M 


p à support compact sur M. 
Bien sûr, si M est orientable, toute densité p peut s'écrire f |œ |, où 
fe CM), et w est une n-forme partout non nulle. 


Si w est positive, la quantité [ p n’est autre que Í fo, M désignant la 
M # 


variété M orientée. 

Les densités permettent d'intégrer sur une variété sans cette hypothèse 
d’orientabilité. Notons que, grâce aux partitions de l'unité, on peut 
toujours «trivialiser » le fibré ||(TM), c’est-à-dire construire une 
densité pọ partout non nulle; toute autre densité s'écrira fpo, avec 
fe CCM). On s'accorde en général à choisir pọ positive, c’est-à-dire 
telle que po(m)(h,…h,)=-0 pour tout meM, pour tous 
hi, -s A n E€ Tm M indépendants. (Ce choix est aisé compte tenu de (*).) 


Cette page est laissée intentionnellement en blanc. 


CHAPITRE II 


Analyse non linéaire dyadique 
Analyse microlocale 
Estimations d’énergie 


Il pourrait sembler à première vue un peu ridicule de présenter des 
«applications » d’une notion aussi communément répandue dans la 
Nature que celle d’opérateur pseudo-différentiel ; néanmoins, ne voulant 
pas renvoyer le lecteur à des articles ou traités spécialisés, nous dévelop- 
pons ici, de façon élémentaire et très limitée, quelques aspects de ces 
applications. Tandis que les deux premières parties peuvent être vues 
comme les développements naturels (et riches de conséquences) du calcul 
symbolique pseudo-différentiel classique présenté au chapitre I, la troi- 
sième utilise l’efficacité de l'outil pseudo-différentiel pour démontrer les 
indispensables estimations d’énergie hyperboliques. 

Ces estimations permettent d’obtenir le théorème d’Hörmander sur la 
propagation des singularités (un des résultats clé de l’analyse microlocale) ; 
d’autre part, elles sont le cœur des techniques de perturbation non 
linéaires présentées au chapitre III. 


A ANALYSE NON LINÉAIRE DYADIQUE 


1 DÉCOMPOSITION DE LITTLEWOOD-PALEY : 
PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES 


1.1 La décomposition de Littlewood-Paley 


Soit y e CG (R"), y (£) = 1 pour |é] = 1/2, #(£) = 0 pour || > 1. 
Posons @(£) = #w(£/2) — (£): œ est supportée dans la couronne 
1/2 = |é| <2, et, pour tout é, 


1=p(E)+ F oE) 


pz=0 
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(dans cette série, il n’y a jamais qu’au plus deux termes non nuls). Pour 
u e S'(R”), on pose : 
ui =Ssu=#(Dju, u,=@p(2?Dju, 
en sorte que : 


u=Sçu+ Yu. 
pæ=0 


C’est la décomposition de Littlewood-Paley de u. On notera les sommes 
p-i 


partielles Su = } u,. Chaque terme est holomorphe dans C” (et en fait 
q=-ł 

dans H*® dès que u est dans un H°) et la « qualité » de u se reflète dans la 

vitesse de convergence de D u,. Deux lemmes seront d’un usage constant. 


Rappelons les notations : |w|,. désigne la norme de u dans H’ (s e R), 
#1], la norme L®. 


LEMME 1.1.1 (PRESQU'ORTHOGONALITÉ DES TERMES). On a: 


12<#4{E)+ Sp 277éE)<1, (1.1.1) 


pz0 


et pour tout ue L? 


Z ll5<luli<2 À Ju]? (1.1.2) 


pz-l p>-l 
Preuve : 
HORSA OOED NICE 
et 
l= [KO H e2 (vE E) 
en vertu de l'inégalité (a + b}? =2(a?+ b?). Comme 


= cte | la) P dé, 


il suffit, pour obtenir (1.1.2) de multiplier les deux membres de (1.1.1) par 
lå)? et d'intégrer en se souvenant que å, (é) = p(2 /£)à(é) et 
û_ (£) = g(£) à(£), par définition. o 

Ce lemme résulte du fait que (up, u4)z2 = 0 dès que |p -q| =2: les 
termes #, ne sont pas orthogonaux, mais peu s’en faut, et le lemme 1.1.1 
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n'est autre que le «théorème de Pythagore» correspondant à cette 


presque orthogonalité. 
Plus généralement, si {u,} est une suite de fonctions de L? avec 


supp à, c g a =s |éļ=C UE on a toujours l'inégalité : 


2 
|Z u| < Cie X lulo- (1.1.2°) 
0 


LEMME 1.1.2 (SENSIBILITÉ DES TERMES AUX DÉRIVATIONS). X existe 
des constantes C, indépendantes de p et de u, pour lesquelles : 


Ð pour tout a e N", pæ-1 
[afu Cll Julos (S u] C2 julg (1.1.3) 


laul CZ! hulo [aS ul! lulo 14 
ii) Pour tout se R et p =0, 


1 
Ya] Plu,|,< lul, = C 2 juslo- (1.1.5) 


iii) Pour tout ke ÑN et p=0, 


1 a 
alle E feel, C 2* ll. (1.1.6) 


lal = 
Preuve : 
a) Par définition, 


lu, 15 = (2 ny" f (+ [EID 62277 Eal) dé; 


comme (1 + |£ |°)" est majoré et minoré sur le support de 6 (27? £) par Cte 
22s, on obtient immédiatement (1.1.3) et (1.1.5). 


b) En notant & la transformée de Fourier inverse de ® (c’est-à-dire 
= $), ona P(D)u = Š +u, etsi D(E£) = (ué) (u eR; ®, fixe) 
(x)= u” D ,(x/u), en sorte que 


Qu Qo 


f iola f iola, 
R” R” 


est indépendante de p. On en déduit ||% » u | a = C llu llo où C ne dépend 
pas de u. Pour tout æ, on a: 


(P(D)u) = (FÈ) su =pl"! (p "(D )(x/u)) su, 
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d’où : 
la CP(D)u)|,< Cult ul: 


en appliquant ceci à ®(£)= (277 é) (qui définit u,) ou à 
P(E) = p(2 ? £) (qui définit S, u), on obtient (1.1.4). De même, 


dû, = Cte £% p (2P EJ ACE) = Cte 21 l (2? E) (2 PE) à(E) 
= Cte 2l] B, (2? £) û, (E), 


où Pi(é)=E"x(E), x e CER"), x = 1 près du support de +. On 
obtient ainsi l’inégalité de droite de (1.1.6). 
c) Pour obtenir (1.1.6), on écrit, avec y € C5° valant 1 près de supp ọ, 


PD E Ext) O, 


laj =k 
où: 
E" x(é) eCe 
E EY 


Jal =k 


Xal $) = 


et l’on obtient : 
û (E) = PP EJAlCE) = Y (2P E)? x QE) 8,(€) 
5 Nx 
=2* E Xal? E) D'u,(e), 


d’où 27 up = $ (2"X,(2.))+ Du, et la conclusion. z 


1.2 Caractérisation des espaces de Sobolev 

PROPOSITION 1.2 

i) Si ue H'(R"), pour tout pæ-—1l, [u,| <Cte |u|.c, 27, où 
C, = C(u) vérifie Y c < 1. 

ii) Inversement, si, pour p = —1, |u,|,< Cc, 27”, avec y c < 1, alors 
ue H'et |u| <CteC. 

Preuve : comme ({D}‘u), = (D}'u,, c'est une conséquence immé- 


diate de (1.1.5) et de la caractérisation de L? fournie par le lemme 1.1.1. 
m) 


1.3 Caractérisation des espaces de Hölder 


Pour a >0, a ¢ N, nous définissons C* = C *(R”) comme l’espace des 
ue C'(R") (k=E(a)= partie entière de æ), bornées ainsi que leurs 
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dérivées jusqu’à l’ordre k, telles que : 
JC, Yx, Yy, VB, |B|=Kk, 

[Bu (x) — 3fu(y)| <CIx-y|* "7". (1.3. 
La norme dans C“ sera notée |v|, et définie par Jul, = lullo + 
lulli où ||? désigne la meilleure constante dans (1.3.1). 


PROPOSITION 1.3 
i) Siue C°(R") (a N), pour tout p>- l, 


lz 


plo © Cte llulla 272. 


ii) Jnversement, si, pour p>-—l1, |u l, =C27”® (a €N) alors 


ue Cet fut, = Cte C. 


p llo 


Preuve : remarquons que les inégalités (1.1.6) et le fait que (ð“u), = 
du, permettent de se ramener immédiatement au cas 0 < a < 1. 


a) Comme |u_,|,< Cte || llo il suffit de considérer : 


u(x) = ja g(2(x-7))u(y)dy pour p=0. 


Du fait que f g(z) dz = Cte ọ (0) = 0, on a aussi: 


u,(x) = f 2™ (X(x -— y) (uQ) -— u(x)) dy, 
d’où : 


ju œ| = lel, f 2” | ë| (Z (x-y) |x- y| dy = Cte |ull a 277, 


ce qui prouve i). 
b) Inversement, posons, pour un p à déterminer, 
u= S u+ Rpu, Rpu= J Ug; 
q>p 
ona: 


IR ulas E lels C2”. 
qp 


Par ailleurs, 


pi 
|S, u(x) — S,u(y)| = |x- y| £ CAPE 


g=-1 
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d’après (1.1.6), 


Vu, |, = Cte C 290-9 , 


allo 


et bien sûr [Yui lla = Cte C ; donc, si 0< a <l, 
|S u(x) — S,u(y)| = Cte C |x -y| 20-9, 


car la série Ÿ ||Vu; ||, est alors géométriquement divergente. 


allo 
En regroupant les estimations sur Rp u et Sp u, on trouve : 


ju( © -u (y)| = Cte C |x- y| 242 C27., 


En prenant pour p le plus grand entier tel que 2? = , on obtient 


1l 
| __ Ix-yl 
ju(x)— u(y)] <CteC]x-—-7|", ce qui prouve ii). (E 
Bien entendu, il faut prendre garde que |ju,||, =C ne caractérise pas 


L”, et que ||u 


plo 


pll o<C 27? ne caractérise pas C! (au sens classique), mais 


un espace plus gros (cf. Ex. A.3). 


1.4 Injections de Soboley 


PROPOSITION 1.4. Pour s=>nf2, s—-n/2ẹN, H'c C37”? (injection 
continue). 


Preuve : On écrit u (x) = (27) ” fe û (£) dé, d'où : 


Ilp lo < Cte j 


= Cte |á 


Jå (é) | dé 
£| <C? 


pl, [volume B(0, C 2?)]"? 
< Cte 2”? juj ep2”, 
d’après la proposition 1.2. 


En «oubliant» c, = 1, on obtient le résultat à l’aide de la proposi- 
tion 1.3. (m 


1.5 Inégalités de convexité 


PROPOSITION 1.5 
i) Si s = Aso+ (1—A)s, (0<A =1,S0< Sp 565 ER) on a, pour 
toute ue CGR"), l'inégalité 


lul, = Cte juj} Juli- (1.5.1) 


si 
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ii) Sa —=Aas+(1-A)a, (0<A =l, ay<a,, à, @o à, positifs 
non entiers) on a, pour toute u € C “!, 


lula = Cte lx}, IA (1.5.2) 
Preuve : 


a) luli 


fas lé |?) (â(€)? dé 


f a+ el CG" a + 1 RO de, 


d’où le résultat par l'inégalité de Hôlder avec «p=1/A» et 
«q = 1/1 — À ». 


b) On écrit : 


ul, = lolo Wuplo > = Cte Iuli, (277 tulg (275 


0 
< Cte ulè Muli 277, 


d’où le résultat par la proposition 1.3. o 


Remarque. Il est utile de savoir que (1.5.2) est encore vraie pour 
a &ı = 0, en définissant C * comme L” pour a = 0, et comme l’espace 
des fonctions à dérivées d’ordre < & — 1 lipschitziennes pour «æ eN, 
a = 1 (cf. chapitre I, exercice 2.4 a). 

On voit très bien ici comment « fonctionne » la caractérisation donnée à 
la proposition 1.3 : elle contient dans ses termes mêmes, une quantité de 
propriétés utiles des espaces de Hôlder (comme par exemple 1.5.2) qu'il 
n’est pas besoin de connaître explicitement. 


1.6 Opérateurs de régularisation 


PROPOSITION 1.6 Il existe une famille S} (8 =1) d'opérateurs Sọ: 
(LICE — NE? avec les propriétés suivantes : 
a =0 B >0 
1) [Sull <Cte |u|,, e =£ 
ii) [Sul], <Cte 0 -F lull g a =B 
ii) ||Sẹ u — u || , = Cte 0 “Fiul g a <B 


; d 
iv) PRE 


= Cte 0*-P 77 tous æ, B. 
Q 


Lorsque «œ ou B est entier, on entend ici par C* l'espace défini par la 
caractérisation de la proposition 1.3, avec la norme correspondante. 


98 Analyse non linéaire dyadique. Analyse microlocale 


Preuve : On pose, pour y e CF(R), x = 1 au voisinage de l’origine, 
So u = $ x (27/8) up; 
P 

cela implique (S;u),=0 pour 2 =Cteð, et ||CSəu), lo = 
Cte [u|, 277? sinon. 

En particulier, si « = B, 

ICS Wp = Cte 277“ 2 -Pug 

entraîne ii). 

Comme Sọ u — u= > (x(2?/8)-1)u,, on a (Sọu—u),=0 pour 


X < Cte 8, et |(Sou-u),|, = Cte ulg 277? sinon; en écrivant : 
ICSou-u),],<Cte Nul, 2722878, 
on obtient iii). 


; d l ' 
Finalement, Js Sy u = 3 X (x1)(27/8) u, avec x,(z) = — zx' (z), et les 


mêmes raisonnements que précédemment donnent iv), car 
Cte 0 = 2? = Cte 0 sur le support de yı. oO 


2 APPLICATION À L'ÉTUDE DES PRODUITS ET 
DE LA COMPOSITION 


2.1 Estimations d’un produit de deux fonctions 
PROPOSITION 2.1.1 
i) SiuveC*(a N), 
Ie, < Cte (hullo Hola + Nela Ho): (2.1.1) 
ii) Si u,v e L® N H5 (s >0), uv également, et 


Jw |; = Cte (lullo lel, + lul, fol) (2.1.2) 


Preuve : Ecrivons 
u = y Up, V= X Do» 
P 4 


et 
uv = } up; = (Su)v,+Vu,S,.iv = Z;+ 2. 
P,4 Ci Pp 
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Les termes de J} et de X, ont leurs spectres (c’est-à-dire les supports de 
leurs transformées de Fourier) dans des boules {|£| = Cte2?}. Nous 
utiliserons le lemme suivant. 


LEMME 2.1 Soit (a,),-_\ une suite de fonctions telle que : 
supp å c {é, |é| = Cte 2%}. 


Supposons que ||a,|,<C27*%* pour un a >0 (resp. lat, < Ce 2 


pour un s$ 0, avec Sc? < 1). 
Alors u= Ÿ a, appartient à C* (resp. ue H9, avec uk, = Cte C 
q>=-1 


(resp. |u|, = Cte C). 


Preuve : il suffit d'observer que, pour un certain N, les blocs dyadiques 
up de u vérifient u, = Ÿ  (a,),, d’où, notant | | la norme L? ou 
q>p-N 


L? 


Ju] = y |(a),| = Cte D jal > 


q>zp-N gzp-N 


d’après le lemme 1.1.2 i). 
Dans le cas L”, on en déduit : 


lullo s Cte Y 27% <CteC 277. 


gzp-N 


plio 


Dans le cas L? 


|u 


1/2 
plo < Cte C y qz” Ce C2" | X Pa) 3 


gzp-N g=p-N 
d’après l'inégalité de Schwarz appliquée à c} 27 (4-P)S2 x 27 (4+P)S2, et il 
reste à remarquer que 


P 
On notera le rôle crucial joué dans ces estimations par la nature 


géométrique du découpage utilisé. 
Compte tenu du lemme, il suffit d'évaluer || (S, u) vallo Or 


D 2 MPEG, o 
æp-N 


q 


ICS, 0 vallo = AS el el, = Cte Nullo lela 2%, 


d’où |Z, =Cte lulo llel, et de même pour 3, en échangeant 
u et D. 


100 Analyse non linéaire dyadique. Analyse microlocale 


Pour prouver ii), on écrit 


|CS u) vf, = Sul, rl, < Cte Hu, ol, 27%, 


alg alo 
doù |3], < Cte lullo Iv|, et de même pour 37. 


Si, dans la preuve ci-dessus, au lieu de uv = D Up Vg = 21 + 2), on écrit 


P,4 
plus finement : 
w= J Ouv,+ $ Ouv,+ Y uv 
p=<g-3 g=<p-3 lp-gl <2 
=Y(S-au)v,+ VS, _ov)u,+ YO u,v,=2i+2;+2;, 
lp-gql =2 


on remarque que les termes des sommes Xi et X; ont leurs spectres dans 
des couronnes (et pas seulement dans des boules); par exemple pour 
Si: 
ne 
spectre S,_juc {é, || <217°}, 


spectre v, c lia £|<221;, 
À 2 


donc : 


spectre (S,_4)v, = somme des spectres c {¢, 297? < |#|=921 2}. 


De plus, les termes u, et v, sont tous deux petits si u et v sont assez 
régulières, en sorte que la dernière somme, dont les termes sont petits 
comme u,v,, représente un «terme d'erreur» plus régulier que u ou 
v. 

Cette démarche est à l’origine de l’introduction par J.-M. BONY du 
concept de « paraproduit », le paraproduit (non symétrique) de u et 
v étant T, v = } ($ -2 4) v; (cf. Ex. A.5) ; on a alors w = T, v + T, u + 


reste meilleur. Ce concept et la notion « d’opérateurs paradifférentiels » 
qui lui est liée se sont révélés très fructueux dans l’étude des singularités de 
solutions d'équations non linéaires (cf. BONY [B1/]). 

Remarquons que si æ € N, la partie i) de la proposition est élémentaire, 
compte tenu de la remarque du paragraphe 1.5. Une variante commode 
dans les applications est donnée par la proposition suivante. 


PROPOSITION 2.1.2 Si u,ve L® N H5 (s entier —0), pour tous a, B, 
læ| + |8| =s, on a: 


| @"u) Co), = Cte (ul, Iel, + lul, Holo) - (2.1.3) 


Preuve : cest évident si |a| =0 ou |8| =0. Sinon (par exemple 
ja | = 1), on écrit 
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au dPv = 5 + à; (974 2/v)+«u8**Bv, 
Í 


où |æ;| + |8;| =s— 1, + désignant des coefficients sans importance. 
Pour prouver (2.1.3), il suffit de montrer : 


æ; B; 
|a ua w| = Cte (ello lei, + [x], Welo). 
On procède comme dans la preuve de la proposition 2.1.1: 


au av = F (9,00) + E Ou) (S41 90) = Zi + 32, 


et on a cette fois : 
&; B; Qa; B; 
|g 0 u 0) = fS ul [e], 
soie Tea of 2 OP 
< Cte [uk,[v|,27%c,, 
à cause du lemme 1.1.2 iii), ce qui prouve le résultat. D 
Remarquons que l’analogue de (2.1.3) dans les espaces de Hôlder 
résulte simplement des inégalités de convexité du paragraphe 1.5. 
Il est en fait traditionnel de prouver (2.1.3) à l’aide de l’inégalité (dite 


«de Gagliardo-Nirenberg ») suivante (voir [Au]: si ue L” N H’ (s 
entier = 0), pour tout a, 0 = |a| =s, 


[ðu |p © Cte Auf lle ull, 


où p=25s/|a|. 
En admettant cette inégalité, on obtient par l'inégalité de Hölder 
@=25s/|a|, g=2s/|8|) 
|(@"u)(əfv)| < Jatu]; (afv |; 
= Cte (lullo 101) 718 Gul, Helo)! A 
< Cte (lxil lels + lul llelo) 


par convexité de l’exponentielle a” bl-#< pa+ (1-—pu)b, largument 
étant parallèle à celui dans les espaces C*. o 


2.2 Estimation d’une fonction composée 


PROPOSITION 2.2. Soit F:R —C une fonction C°, avec F(0) = 0. Si 
ue L” N H' (s >0), alors F(u)e L” N H'et |F(u)| =C |u], où C ne 
dépend que de F et de |u||,. 


102 Analyse non linéaire dyadique. Analyse microlocale 


La preuve utilise le lemme suivant. 


LEMME 2.2 {« MULTIPLICATEURS DE MEYER »). Soit & e R et une suite 
m, € C®, avec, pour tout ke N 


D larm, |, < Ci 27849. 


| e| =k 


L'application M : u > Em,u, = Mu applique H° dans H°- ê pour tout 
s—Ô, avec une norme d'opérateur ne dépendant que des C, pour 
ksE(s—-ô)+l. 


Preuve: Comme le spectre de u, est contenu dans 
{é,1/2<2 ?|é| <2}, choisissons C >4 et découpons m, selon la 
formule 


fip = b(277 EIC) ñ, + 2 e (27427? EIC) ñp = Mp + p3 Hip, k 
=0 æ0 


Posons alors M, u = Xm „k Up Kæ=-—1. 

Les termes de M_;ı u ont leurs spectres dans des boules {é, |£| = 
(C +2)2} et |m, -1 uplo = Cte |m, — 1 lo cplul, 277. Comme, d’après 
le lemme 1.1.2 i), 


7, 1 l, = Cte l7 <= Cte 22° Co, 


Pl 


le lemme 2.1 montre que M_; ue H5’ si s — 6. 
Les termes de M,.u (k=0) ont leurs spectres dans des couronnes 


fez (x-1) < l£| =+ +C 2) et 
|m, k up| = Cte lng klo colul, 27”. 
Comme, d’après le lemme 1.1.2 i) et iii), 
P 
a - t 
lee Ses 2h25 
| ajl = 


= Cte C27! 2? , 
on obtient, pour tout f € N, 
mp, k u,|, < Cte Cylu|,274 Ca 
= Cte CpJu], 256-0- C, 2 POE- 8), 


On en déduit que M; u € H°-° avec [Mul, = Cte Cp #6- -® u] 
d’après la remarque suivant le lemme 1.1.1 et (1.1.27). Finalement, en 
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choisissant f >s — ô, M = S M, converge normalement dans l’espace 
k=-1 


des opérateurs continus de H° dans H°-°, et | M| = Cte (Co+Ce). D 


Un exemple typique de tels « multiplicateurs de Meyer » (où ê = 0) est 
donné par m, = S, a, pour une certaine a € L? (à cause du lemme 1.1.2). 
Bien sûr, dans ce cas, m, a son spectre dans une boule {é, [£| =C 27}, 
ce qui n’est pas supposé en général ; néanmoins, la preuve du lemme 2.2 
consiste précisément à montrer qu’on peut pour l’essentiel se ramener à 
cette situation. 

Remarquons (Ex. A.7) que M est un opérateur pseudo-différentiel 
d'ordre 8, dont le symbole m(x, £) = Zm,(x) 6(2 ? ¢) ne vérifie toute- 
fois pas les estimations standard : son action de H° dans H°- °? n’est donc 
pas si évidente qu’il y paraît, et elle est d’ailleurs soumise à la condition 
S > Ô. 


Preuve de la proposition 2.2: on utilise l’artifice dit «de la série 
télescopique » qui consiste à écrire 


Fu) = F(Sçu)+ F(S;u)-F(Sou)+-.:+F(S,,;iu)-F(S,u)+:.., 
puis 


1 
F(S,;iu)—F(S,u) = m,u,, avec m=] F'(S,u + tup) dt. 
0 


a) Si ue L® N L? pour tout a, 8*(F(Su))e L? N L?: en effet, 
2 (F(Su)) = F * FOSU)” Su). 0” Su), 
où les y; sont des multi-indices, y,+:--+y,=a, 1<g= jaj, 
|y;|>1. Tout terme Su est dans L? NL”, avec 
la% ulg = Cte lulo [37 %u], = Cte Julo doù le résultat si |æ | = 1. 


Pour |a| =0, [F(Su)(x)| <C|Su(x)| (où C ne dépend que de 
lullo), donc |F(Su)|,<C Cte [us 


b) Vérifions que m, est un «multiplicateur de Meyer» d'ordre 
ô = 0. Il suffit de considérer 7, = G(S,u). On a alors: 


dG (Su) = F +GP (S, u)(8”"S, u)... (978, u), 


comme en a), et 


|3” S, u ||, = Cte lulo 2!7! d’après le lemme 1.1.2. 
Donc 
JG (S a], = Cte PINIH D 2 Que ga | 


où la constante ne dépend que de G, a et ||u]| p ce qui achève la preuve. 
m 
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Là encore, nous renvoyons à J.-M. BONY pour la formule suivante, dite 
de «paralinéarisation », qui rend «évidente» la proposition 2.2: si 


ue H5, s> 5 , F(u) = Trgu + R(u), avec T le paraproduit défini au 


paragraphe 2.1 (cf. Ex. A.5), et R(u)e H?°-"ŒH*. Autrement dit, 
l'estimation sur F(u) est «linéaire en u» parce qu’en fai F(u) est, au 
reste près, Tpu) 4. 


B ANALYSE MICROLOCALE : FRONT D’ONDE ET 
OPÉRATEURS PSEUDO-DIFFÉRENTIELS 


1 FRONT D’ONDE D'UNE DISTRIBUTION 


1.1 Définition du front d’onde 


La transformée de Fourier #(£) d’une fonction ue CS(IR") est à 
décroissance rapide en é, c’est-à-dire : 


Yk, Já) = CG +181) (1.1.1) 


Inversement, si (1.1.1) est satisfaite par la transformée de Fourier d'une 
distribution u € &’ (R”), alors u e C §(R"), à cause de la formule d’inver- 
sion de Fourier. 


DÉFINITION 1.1.1. Pour u € &' (R”), soit X(u) le complémentaire (dans 
R”\0) de l’ensemble des directions £ e R”\0 au voisinage (conique) 
desquelles satisfait (1.1.1). Par «conique», on entend la propriété 
suivante d’un ensemble l:£el,) À=-0—Aéel. De même que 
supp sing u = Ĉ {x, uest C ” près de x} est l’ensemble des «mauvais 
points » de u, Z(u) est l’ensemble des « mauvaises directions spectrales » 
de u, ou encore des « mauvaises fréquences » de u. 

Pour combiner ces deux informations dans le concept de WF (u), 


(WF se prononce « front donde de »), on utilise le lemme suivant. 


LEMME 1.1.1. Si pe CS(R") et ue &' (R"), S(eu) c Eu). 


Preuve: on a E) = Car" | eag -n)an Comme 


ue &' (R"), |å(S)| = C(1 + |S|)” pour un certain M, et d'autre part 
gg vérifie (1.1.1). Soit ọ¢ Z(u): dans un voisinage conique I de 


čo, à satisfait (1.1.1) ; coupons l'intégrale en et f , en 
|n] =c] ël | n] =c] £| 


sorte que pour é dans un voisinage I} de ép on ait £ - n e F dans la 
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première intégrale (c’est possible avec 0 < c < 1, c assez petit). On obtient 
alors : 


f [saa et a-o. 
|a| =c] l 


car |n| <c|é| implique |É -7| = (1—-c)|é]. D’autre part 


le >cl él 
dn 


: | EET : M n 
c | FCI RD Es 


= 


ETE EE eu Q+(+1/)1n D" à 1 


M 
seU" ay ex | IMIA + |n| * dn, 


1 
car |£- n| = ÉSADILIE 


L’estimation 
LG + EDE FRE cte, | IMI + Inn (12) 


prouve le lemme, en même temps qu’elle précise la dépendance en 

e. 2! 

On peut alors définir, pour u e D' (X), (X ouvert de R”), l’ensemble 

Z,(u) des « mauvaises directions spectrales » de u au-dessus de x par 

3 (u) = (\Z(pu), ¢ décrivant l’ensemble des g e CP(X), 6 (x) #0. 
kd 


DÉFINITION 1.1.2. Soit X un ouvert de R” et ue D'(X). Le fermé 
conique de ¥ x (R"\0) défini par 


WF (u) = {(x, £)e R”\0, é E Z,(u)} , 


est le front d’onde de u. 

La proposition suivante montre que WF (u) est l’ensemble des mauvaises 
directions spectrales de u au-dessus de supp sing u: c’est donc bien la 
synthèse annoncée au chapitre I, paragraphe 1. 


PROPOSITION 1.1.2. La projection de WF(u) sur X est supp sing u. 


Preuve : en effet, si x, € supp sing u, Z,(u) = $ par définition. Inverse- 
ment, supposons que, pour un Xp, 2,,(&) = pb: cela signifie que pour 
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toute direction £ € FN 2 | existe gE CE (X), p(%) # 0, telle que 
pu soit à décroissance rapide dans un voisinage conique V, de 
£. Par compacité de S"-!, on obtient un nombre fini de fonctions 
p:(x) = p; (x) telles que, pour tout i, V, N Z(p;u) = b: le lemme 


1.1.1 implique alors que Z ( (rl p ) n) = ġ c’est-à-dire 
(rl ei) ue C, ce qui implique x, ¢ supp sing u. 


1.2 Exemples. Cas des distributions de Fourier 


EXEMPLE 1.2.1. Considérons ô, masse de Dirac à l’origine. Pour tout 
p e CP, (0) #0, 


FSE) = (5, pe- ™) = e(0), et I(p8)=R^0. 


Donc WF(8) = {(x, é) x=0,4 #0}. 


EXEMPLE 1.2.2. Soit 


— 1 x, <0 
u = 
+1 x >=0; 


ona 


mo =- | 


x, s0 


eE p(x) dx + f eE p(x) dx. 

x =0 
Lorsque |£| — +œ près d’une direction éo = ((éo)1, 6) pour laquelle 
éo 0, chacune des intégrales est à décroissance rapide, car par exemple 


f =i due ™ E g'(x E) dë’, 
x, s0 x <0 


où &g’ est la transformée de Fourier partielle en £&'. Donc 
WF(u) = {(x, é), x = 0 et £' =0}. 

Par ailleurs, si une normale à {x, = 0} n’était pas dans WF(u), les 
autres n’y seraient pas non plus puisque u est réelle et invariante par 
translation en x’ et u serait C®. Donc WF(u) = {(0, x’, £1, 0), £, #0}. 

Une classe importante de distributions est décrite dans le théorème 
suivant. 


THÉORÈME 1.2. Soit œ@(x,Ë&) réelle, homogène de degré 1 en é, 
C® pour £ +0, et ae S”, nul pour |x| = C. Si dẹ #0 sur supp a, on 


peut définir u = f etë) a (x, £) dé (intégrale oscillante) et WF(u) c 


{(x, n), n = p (x, ë), PE = 0}. 
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La définition est une conséquence facile du théorème 1 de l’appendice 
(cf. chapitre I, exercice 4.6), tandis que le contrôle du front d’onde résulte 
des définitions et d’un théorème de « phase non stationnaire » (Ex. B.9). 


2 OPÉRATEURS LINÉAIRES ET FRONT D’ONDE 


2.1 Un théorème général 
Nous admettrons ici le théorème suivant, dont la démonstration 
élémentaire n’utilise que la définition 1.1.2 du front d’onde (voir [H4]). 


THÉORÈME 2.1. Soient X et Y des ouverts de R", R” et Ke D'(X x Y). 
Supposons que WF(K) ne contienne pas de directions parallèles à 
R” ou R” (c'est-à-dire (x, y,£,n)e WF(K)=£ Z0,n #0). On peut 
alors étendre l'opérateur K défini par la formule 


Ku (x) = f K(x, y) u(y) dy à &' (Y) (l'intégrale doit s'entendre au sens des 
distributions), et 
WF(Ku) c WF' (K)o WF (u), (2.1.1) 
où : 
WF'(K) = {(x 7,6, n ), (x, y, 6, -n)e WF(K)}. 
Ici, 


WF'(K) o WF (u) = 
= {(x, é), 10, n) E WF (u), (x, y, £, n)e WF'(K)}. 


Autrement dit, WF'(K) décrit le déplacement de WF (u) par l’action de 
K, étant entendu que (2.1.1) n’est qu’une inclusion. Donnons quelques 
exemples d’applications de ce théorème. 


EXEMPLE 2.1.1. Soit Tu(x) = u(x, 0) l’opérateur «trace de u sur 
=0» défini pour ue C(R”+!), où (x,t)eR'xR. Comme 


u(x, 0) = = f ú? (x, T) dr ( ? signifie la transformée de Fourier partielle 


par rapport à f), on a aussi: 
Tu(x) = 27)" f eé Tul) dë = (27) ""! | eë AE, Tr) dé dr 
= (2r) "7! le ei u(y, 1) dy dt dé dr. 


L'opérateur T a donc pour noyau K(x, y, t) (ici X = R”, Y =R"*!) la 
distribution de Fourier 
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K(x, y, t) = (27) ""! Í e-o) E e-i dé dr, 


de phase 
(x,y, t, éT) = (x-y) -tr. 


On sait (d’après le théorème 1.2) que WF(K) c 
{(x, x, 0, é,- é, -rT )}. Donc WF(K) ne contient pas de directions 
parallèles à R}, mais il contient des directions (£, — £, — r ) = (0,0,—7T) 
parallèles à R34! : pour pouvoir appliquer (2.1.1), on admettra (Ex. B.4) 
qu’il suffit de supposer que la direction verticale (0, — 7 ) n’est pas dans le 
front d’onde de u. On trouve alors : 


WF(Tu)c {(x, €), 17, (x, 0, £r )e WF(u)}. 


Si l’on veut comprendre cette relation plus intuitivement, on peut observer 
ceci : 

i) Les singularités de u hors de {1 = 0} ne peuvent évidemment jouer 
aucun rôle dans Tu. 

i) Si x(D,) est un opérateur «tangentiel», on a x(D,) 
Tu = Ty (D) u. 

Si, pour un (x čo), et tout 7, (X0, o 7T) WF(u), on aura 
Pue C® pour P = ÿ(D,D,)x(D,)g où p Ee C5 est une troncature 
près de (x, 0), x et Ÿ étant des symboles de degré zéro, y supporté dans 
un voisinage conique de é, et ý nul dans un voisinage conique de 
(0,+1). Comme la verticale n’est pas dans WF(u), fœu=qu+C”, 
donc 


x(D,) Tou = x(D,)p(x, 0) Tue C®, 
ce qui signifie (x%, £o) ¢ WF (Tu). 


EXEMPLE 2.1.2. Soit X = ð, + X a;(x, t) 9,, un champ réel C” dans 
i=1 


R”+!. Considérons le problème de Cauchy : 
Xu=0,u|,_, = uo 


et définissons, pour T > 0 assez petit, Kug = u(x, T). Notons x(t, x) la 
solution de l'équation différentielle dans R” : 
dx; wada 
— =a(x,t <i< 
Jz a;(x i<n 
x(0) = x. 
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La courbe 1 (x(f, x),{) west autre que la courbe intégrale de 
X issue de (x, 0) ; comme toute solution u est constante sur ces courbes, 
u(x(£, X9), t} = uo(X), ce qui décrit l’unique solution u du problème de 
Cauchy considéré (car (x. f) (x(t, X9), t) est un difféomorphisme 
local). Toute singularité x, de ug se « répercute » en une singularité de 
u le long de la courbe intégrale de X issue de x,, et aussi en une singularité 
de Xu, en x(T,xs) (car si la trace de u en x(T, xọ) était C”, 
u elle-même serait C” près de (x{T, xo), T) d’après le raisonnement 
précédent). L'opérateur K déplace donc le support singulier de u selon le 
flot de X. 

Examinons maintenant la situation au niveau plus précis du front 
d’onde. 

On a Kuo(x) = u0( D l(x)) (si B(x) = x(T, Xo)), ce que l’on peut 
écrire 


Kuy=(27)" Í e2 ODE u(y) dy dé. 


Le noyau K est donc la distribution de Fourier : 
K(x, y) = 27)" f ete" né qe. 
D’après le théorème 1.2, on a (en désignant par ‘A la transposée de 
A) 
WF(K) c {(x, PT»), (7) (DE —E)}, 
et, par (2.1.1), 
WE(Kuo) © {(P(y), £), £ = ‘D'7'(y) n, Y, n)E€ WF(w)} : 


On peut « visualiser » lapplication (y, n ) > (x, é ) induite par ® de la 
façon suivante: si S est une surface passant par y, de normale 
n en y, D(S) est une surface passant par x, de normale £. En même 
temps, cette interprétation rend «intuitif» le résultat sur WF(K%4#) 
obtenu (en procédant par analogie avec l’exemple 1.2.2). Le flot de 
X induit donc une application (y, n) (x, £) qui décrit le déplacement 
du front d’onde sous l’action de K. 


EXEMPLE 2.1.3. Considérons la solution du problème de Cauchy pour 
l'équation des ondes 


Du = (8 -A)ju=0, u(x,0)=0, du(x,0)=40 (2.1.2) 


où À, = 9? +--+ + ð? est le laplacien. 
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A l'aide d’une transformation de Fourier partielle en x (notée 
par abus), il est facile de calculer u; en effet 


a+ [El AE, t) =0, û(é,0)=0, 8 A(E,0) = ào, 
d’où 
A(E, t) = A(E)e El + B(E)e “1 
avec 


A+B=0,ilé|(4-8B)=ù, 
soit finalement : 


= 1 i(x—- y) +it| ë| 1 
u(x, t) iny {fe LÉ TE] “0 d dé - 


i(x = 1 
-fe 7) & 1a geo) dae). 


Nous admettrons que u est la seule solution du problème envisagé, et 
que le remplacement de 1/|£| par (1 — x (£))/| é| dans les intégrales ci- 
dessus (x €e CS(R"), x = 1 près de 0) définit une nouvelle fonction 
à qui ne diffère de u que par une fonction C®. 

On remarque que ä = (K, + K_)us, où le noyau K, de opérateur 
K, est la distribution de Fourier 


= 1 | aim-nesiutg 12 X (6) 
i res l e 


D’après le théorème 1.2, on a: 


WF(K,) c leotada IEL- E) x-y =t $= 0}, 


d’où 


WF(K, u) © [o t, é, + lél), (9, £) € WF (u), où y sxe) l 

Géométriquement, dessinons 1°, le «cône de lumière» issu de 
y, équation z? = |x—y|?: la singularité (y, £) de 9 se « répercute » en 
la singularité de K, ug consistant en la seule direction (é, + |é |) le long 
de la génératrice de 1°, qui lui est perpendiculaire. 

Dans le cas particulier où n = 1, O = (8,+8,)(8,—9,), et toute 
fonction u = ® (x + t) (solution de (8,—5,)u = 0) ou u= P (x-—t) 
(solution de (3, + ə ) u = 0) est solution de Du = 0. La solution de (2.1.2) 
est alors u= ®(x+t)— ®(x—t)}) pour 2 ®'(x)= u(x), soit 
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X+t 

u(x,t) = 1/2 f up(s) ds. Comme dans l’exemple 2.1.2, une singularité 
x-t 

de ug se répercutera en deux (puisqw’il y a maintenant deux champs 

X) singularités de u, analyse que l’on peut affiner au niveau du front 

d'onde. 

La différence fondamentale du cas n = 2 avec le cas n = 1, est que la 
position même du support singulier de u dépend du front d'onde de 
uo et non de son seul support singulier. Si par exemple ugo est 
C® hors de 0, on sait que supp sing u c lo; mais pour savoir quelles 
génératrices exactement constituent supp sing u, il faut savoir quelles sont 
les directions de WFu, au-dessus de 0. On voit sur cet exemple que 
l'introduction du front d’onde n’est pas un simple raffinement de l’analyse 
du support singulier, elle en est une nécessité. 


2.2 Opérateurs pseudo-différentiels et front d’onde 


L'application du théorème général 2.1 aux opérateurs pseudo-différen- 
tiels est d’un intérêt tout particulier. 


PROPOSITION 2.2.1. Soit À un opérateur pseudo-différentiel, de noyau 
K. Alors WF(K) c {(x x, é,- £) £ ÆO). 


Preuve : en effet, K(x, y) = fer a(x, £) dé est une distribution 


de Fourier, et la proposition résulte du théorème 1.2. (m 


COROLLAIRE 2.2.1. Soit A un opérateur pseudo-différentiel. Pour tout 
uEeS'(R’), WF(Au) c WF (u). 


Preuve : si u € &' (R"), cela résulte du théorème général 2.1 et de la 
proposition 2.2.1, car WF'(K)c {(x,x,£,£)}. Si ueS'(R") et 
(Xo Eo) £ WF (u), (x éo) € WF(xu) pour y e CS valant 1 près de 
%. Donc (xo Éo) ¢ WF(Axu) et aussi (x, 0) ¢ WF(XYAxu) pour 
x € C5 valant 1 près de x, ; or JAxu = X Au + C © si y = 1 au voisinage 
de supp * ; donc (x. éo)  WF($Au) pour un tel choix de y et 
X, ce qui implique (x, £o) ¢ WF (Au). 

La propriété du corollaire 2.2.1 s'appelle « propriété pseudo-locale » : 
elle signifie que l’action d’un opérateur pseudo-différentiel ne déplace pas 
le front d’onde (comparer avec les exemples 2.1.2 et 2.1.3), mais, le cas 
échéant, le diminue : par exemple, 3,® (x) = 0, alors que ® peut être 
prise aussi singulière que l’on veut. 

Nous allons préciser encore cette action. 


PROPOSITION 2.2.2. Soit I un ouvert conique de R" x R", et ae S”, tel 
que a € S7® dans T (ce qui signifie que pour tout (xp, Eo) € T, il existe un 
voisinage conique de (xs, £o) sur lequel ont lieu les estimations qui 
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caractérisent S7®). Alors, pour ue&'(IR")}, et A= Op (a), 
WF(Au)NT = 6. 


Preuve : soient (x, o) € I, et q(x, £) € S° valant 1 près de (x, £o) et 
tel que age ST”; l'opérateur 4, = Op (ag) a un noyau C°, et le 
noyau de A, = Op (a(1 — g)) est C” près de (x, Xo Éo — Eo) d’après le 
théorème 1.2. Donc (x, éo) € WF (Azu) d’après le théorème général 2.1, 
et Au = Au + C”, ce qui complète la preuve. o 

Autrement dit, l’action d’un opérateur À détruit le front d’onde là où 
son symbole est d’ordre — œ. 

Le phénomène « inverse » fait l’objet du corollaire suivant. 


COROLLAIRE 2.2.2. Si aeS”, AueC® près de (xs é£o) et 
la(x, £)| = c|é|" pour |£| =C dans un voisinage conique de (x, £p), 
alors (xp £0) ¢ WF (u). 


Preuve : par définition, il existe Ê e S7”, ab — 1e S~! dans un voisinage 
de (x, 0). Comme au chapitre I, paragraphe 5.4, on voit alors qu’il existe 
be ST" tel que b+a-1leS7® près de (x,£0). Comme 
u = BAu — (BA — id ) u, la conclusion résulte de la proposition 2.2.2 et de 
la pseudo-localité. (5 


Autrement dit, aux points non caractéristiques du symbole de À (ceux 
qui, par définition, vérifient l’hypothèse du corollaire 2.2.2), le front 
d’onde est conservé par l’action de A. 


Le corollaire 2.2.2 peut servir de caractérisation du front d'onde : 
WF(u) = N car (A), où À décrit les opérateurs proprement supportés tels 
que Aue CT. Il est agréable d’avoir une preuve plus directe du 
corollaire 2.2.2, utilisant uniquement la définition initiale du front d’onde. 
La voici, dans le cas d’un opérateur différentiel P (x, D) dans un ouvert 
X de R”: soit ue D'(X}); on suppose que p,(x» 0) #0, et 
(o £0) € WF (Pu). A 

Pour prouver que (x, #0)  WF(u), on considère pu(é), c’est-à-dire 
(u, ge): lidée de la preuve est d'écrire ge” sous la forme 
‘P(#e-"#), en sorte qu’alors 


(u, œe e7i*) Le (u, P (4 e”%#)) = (Pu, ge "E 


aura la décroissance voulue d’après l’hypothèse sur Pu. Notons Q = ‘P 
(avec m = Pm), et observons la formule : 


eE O (y eE) = gmx E) P+ Omi y+’, 


où Q; # est la partie homogène en ¢ de degré j du membre de gauche, qui 
est un polynôme dont les coefficients sont des opérateurs différentiels 
d'ordre m — j appliqués à w. 
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Pour obtenir qg,(x, £)#+:-:+@Qo# = pour (x, £) proche de 
(Xo Éo), on prend tout simplement 


Y = y (p +ai(x,é)+:..+ax(x é)), 


1 
| QmO6 È) 
où les a;(x, £), homogènes de degré — j en ¢, sont déterminés par les 
relations : 


& + Qm-1(P/Qm) = 0, 
a + Qm- 1(a1/Qm) + Qm-2(P/Qm) = 0 , etc... 


De la sorte, ef Q(y ef) = @ +ry,p où ry}; est un symbole en 
é d'ordre — N — 1, supprx,1c supp #. 

Que dire maintenant de (Pu, y y e"#) ? 

On sait que pour une certaine y € CS, x = 1 près de xp, éo ¢ Z(xPu): 
en prenant supp ¢ = supp # y assez petit pour que y = 1 au voisinage de 
supp +, on obtient (Pu, y y ee" = (yy xPu) (£), d'où 


HIEDIE < + ED [Ge] + 
+ ca | ENCADIE + |nl*Mdn, 


d’après (1.1.2). Pour N assez grand, le second membre est borné en 
é, ce qui complète la preuve. 

La proposition 2.2.2 est importante également pour la raison suivante : 
si l’on étudie une équation Pu = f au voisinage d’un point (x, éo), seul le 
comportement du symbole p de P au voisinage de (x, o) intervient. On 
peut utiliser alors toutes les ressources de l’étude locale des fonctions pour 
préciser la structure de p et en déduire des propriétés de P. 


C ESTIMATIONS D'ÉNERGIE 


Nous allons montrer ici comment, pour trouver et contrôler les solutions 
de larges classes d’opérateurs ou de systèmes différentiels, il suffit en fait 
d’étudier le cas d'opérateurs scalaires pseudo-différentiels d’ordre 1 (cf. 
par exemple la discussion dans l’exemple B.2.1.3). 


1 OPÉRATEURS DU PREMIER ORDRE 


On considère dans R”+! l'équation 


Lu= +a(,x D)u=f, O<I<T, 


u(0, x) =, (ED 
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où 
i) a(x, é) = a(t, x, é} reste dans un borné de S! pour 0 =t = T. 
ii) fa, est continue comme application à valeurs dans C®”. 
iii) a (ż, x, £), symbole principal de a, est imaginaire pur. 


On prendra bien garde à ce que a(t, x, D)u dénote l’action de 
a, comme opérateur, en les variables x seulement sur u(t, .) (on dit que 
l'opérateur est « tangentiel »). 

Le prototype des opérateurs L est un champ réel X = ð, + Xa; à;, pour 


lequel a = i (5 a; é 1) vérifie i), ii) et ii). Le simple fait de permettre à 
j 
a d'être pseudo-différentiel, sans introduire de difficultés techniques 
nouvelles, permettra d’accéder à de nombreuses applications. 
1.1 L’estimation d’énergie 
PROPOSITION 1.1. Si seR et A ER, A =, on a, pour tout 


ue C'([0, T]; 49 N CHLO, T]; H+, l'inégalité 


T 
sup e7"|u(s,.)|, = 1, +2 | e7 ^ |Lu(t,.)| dr. (1.1.1) 
te [0, T] 0 


Preuve : 
a) Supposons d’abord s = 0. On a d’abord: 


Š jerut = e“ u(t, x) E(t, x) dx = 


=- 2A le^ ult, .)|3+2Re (7? upu); 
d’autre part, 
(e7? au,u } = (e°?*™ u,a* u) = (e7? u, (—a+b)u), 


où b=b(t,x, D), be S°, à cause de iii) et du théorème 3.2.3 du 
chapitre I, d’où : 


2Re (e7?7% au, u) = (e-?À u, bu). 
Donc 


2 Re (e- A Lu, u) > À je7 u(t, .)]?+ (2A — B) Je- u(t, )?, 


où B= ||b||,2.,,2 pour 0 =t = T. Pour À = B/2, on obtient en intégrant 


de 0 à 1, M< |u(0,.)|}+2 MI, avec M= sup e-*'[|u(r,.)|,, 
te [0, T] 
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T 
T= f e ^ | Lu(t, .)|ọ dé, soit finalement : 
0 


M = |u(0,.)|,+27. 


b) Pour se R, notons E, = (1 + |D: la fonction E, u satisfait à 
l'équation LE, u = E, Lu, où L = à,+ à, ã= E_, aE, ayant les mêmes 
propriétés i), ii), ii) que a. L’estimation de a) donne alors (1.1.1). (m| 


L'intérêt de cette preuve très simple est qu’elle se généralise à des 
systèmes (d’opérateurs) du premier ordre, c’est-à-dire au cas où a est une 
matrice N x N, l’hypothèse iii) étant remplacée alors par : 

iiy La matrice ia (t,x, é) est symétrique réelle (ou hermitienne). 
(Voir par exemple l'exercice C.7.) 

De tels systèmes sont dit « hyperboliques symétriques » et jouent un 
grand rôle dans les applications physiques (cf. chapitre III, paragraphe B.1 
par exemple). 


1.2 Existence de solutions 


Comme souvent dans le domaine des équations aux dérivées partielles, 
l'existence de solutions pour un opérateur est une conséquence d’inégalités 
obtenues d’abord pour cet opérateur. 

Le cas considéré dans ce paragraphe est tout à fait typique. 


PROPOSITION 1.2. Pour tous seR, fe L'([0, T]; H’) et ge H°, le 
problème de Cauchy (1.1) admet une unique solution u € C ([0, T] ; H') et 
celle-ci vérifie l'estimation d'énergie (1.1.1). 


Preuve : 

a) Vérifions d’abord l’unicité. Si f —0, g =0, l'équation Lu = 0 
implique ue C'([0, T]; H°-!), et l'inégalité (1.1.1) s'applique (avec 
s — 1 au lieu de s), d’où u = 0. 

b) Le passage d’une inégalité à un théorème d’existence utilise une 
méthode « par dualité » : on prouve qu’une forme linéaire sur un certain 
espace est continue (c’est là qu’intervient l’inégalité), et on la représente à 
l’aide d’une fonction concrète qui fournit la solution. 

Pour justifier la suite, remarquons que si u est solution de (1.1), pour 
toute ve Ci {t < T}, on a: 


ACTE [uv )ar + (80... 


0 0 


avec L* = — ð, +a* (t,x, D). 
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On considère donc la forme antilinéaire 
T 
y:L* ve Í (f: v)dt + (e, v (0,.))= y (L* v), 
0 


qui est bien définie sur le sous-espace E= L*(C@{1<T}) de 
L'([0, T]; 47°) car L* satisfait l'estimation (1.1.1) 


T 
sup pelec | [L> v(t, .)|_ dr. 
te [0,7] 0 


La forme # est continue, car 
T T 
|#(L*v)| = Cte (1e | seoa) | [L*v(,.)|_, dr, 
0 0 


d’après l’estimation ci-dessus. 

Le théorème de Hahn-Banach permet d’étendre y en une forme linéaire 
continue #. On représente alors d par une fonction u € L®([0, T] ; H*) 
de dual de ZŁ!([0, T]; H75) selon la formule #w(L*v)= 


(u, L*v) dt, ce qui donne finalement 
0 


i (u Leo)ar= [uv ar + (6,80. (1.2.1) 
0 0 


pour tout v e€ CG°(t < T). Le reste de la preuve consiste à exploiter (1.2.1) 
ingénieusement. 

c) D'abord, si l’on prend v e CG (0 < t < T) (c’est-à-dire, v nulle aussi 
près de t£ = 0), (1.2.1) et la définition de L* impliquent Lu = f au sens de 
D’ (0 <t < T). Si f était continue à valeurs dans §, on obtiendrait alors, 
en utilisant l'équation, ~ e L”([0, T]; H57’), d’où 


ue C([0, T]; H°=-')etue C'([0, T] ; H°-?) en utilisant l'équation une 
nouvelle fois. 


a ; 
Mais alors, pour un tel u, on peut intégrer f (u, L* v ) dt par parties et 
0 


(1.2.1) implique (4(0,.), v (0, .)) = (+, v (0, . )) pour tout v e C(t < T), 
en particulier u(0,.) = œ. 

Dans cette étape de la preuve, on a donc obtenu une solution 
u de (1.1) pour des données (f, ¢ ) dans §, u jouissant d’une régularité qui 
permet de lui appliquer (1.1.1). 

d) On procède alors par approximation, en utilisant le fait que la 
régularité a priori exigée de u pour (1.1.1) n’apparaît pas dans les termes 
mêmes de cette inégaité : elle disparaît donc par passage à la limite. 
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Pour f,æ donnés comme dans l’énoncé, on choisit 

T 
freS p,ES, avec f IG -fet .)| dt >0, |e —-pxl > 0. 

0 


En « pensant » f,, ¢ à valeurs dans H*+?, le point c) donne une solution 
u, € C([0, T]; 4 N CX[0, T]; H°*+!) de (1.1). 

L’estimation d’énergie (1.1.1) appliquée à u — up montre que ug est une 
suite de Cauchy dans C([0, T] ; H°), dont la limite u e C ([0, T] ; H’) est 
la solution cherchée. De plus, en passant à la limite dans les estimations 
d'énergie pour les w,, on trouve l'estimation pour u. O 

Dans le cas des systèmes symétriques du premier ordre mentionné au 
paragraphe précédent, la même preuve s'applique. 


1.3 Propagation des singularités 


A titre d'illustration des méthodes pseudo-différentielles, on peut 
obtenir facilement les singularités de u(t, .) pour une solution de (1.1) 
avec f = 0 (comparer avec la discussion de l’exemple B.2.1.2 dans le cas 
d’un champ réel). 

L'idée de la preuve est la suivante : si Q = Q (t, x, D) commute avec 
L, Qu vérifie 


LQu = 0, (Qu)(0,.)=0Q(0,x, D). 


Si de plus Q(0,x,D)pgeC$, la proposition 1.2 implique que 
Q(t,x, Djue C® pour tout #, d’où 


WFu(t, .)e {(x, é) q(t, x, é) =0} > 


d’après le corollaire B.2.2.2. 


a) Bien entendu, Q ne va commuter avec L qu’approximativement, ce 
que nous allons préciser : 

On cherche q~ X, q; (q; homogène de degré —j), et Pon note 

jz0 
al; ~ > b; (b; homogène de degré 1 — j). 
jæ0 

Le symbole principal du commutateur (tangentiel) [Z, Q] vaut 
8,40 + {Po; qo}, tandis que le terme d’ordre —j a pour symbole 
8,9; + {bo qj} +r;, où r; est connu en fonction de go, -q ;_1. 

On doit donc résoudre successivement les équations différentielles 


dq E 
+ Hn 90 = 0, go(0, x, £) = Gox, £) (1.3.1) 
ðq; : 

+ Hpg +r;=0, q;0,x, £) = g(x, €). (1.3.2) 


ðt 
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En notant (x, £) = x,(y, n) la solution du système : 


b 
Re S 


abo 
TH re A LS x(0)=y, é(0)=n, 


il est facile de voir que y, existe pour 0=<f<=T et est inversible 
(x et é étant homogènes en ņ de degrés 0 et 1). La solution de (1.3.1) est 
alors qo(t, x, £) = a(x 7 (x, é£)) (comparer avec le paragraphe B.2.1), 
tandis que (1.3.2) se résout en faisant « varier la constante ». 

Si on choisit q ~ £q ;, on aura q (0, x, £ ) ~ ĝ, et [L, Q ] = R(t, x, D) où 
r(t, x, £) est continu en ż à valeurs dans S ®. 

b) Supposons maintenant (x, 0)  WF(œ) : il existe 4(x, £), tel que 
GX» éo) # 0 et ĝ(x, D) ¢ e CF. Pour la solution u de (1.1), on trouve 


LQu e C([0, T]; H®) 
Qul, oE Co 


pour tout s (Q correspondant à ĝ construit en a). 
Donc, pour tout t, X :(%, Eo) ¢ WFu(t, . ). Comme on peut renverser le 
sens du temps, on trouve finalement la proposition suivante : 


PROPOSITION 1.3. Si u est une solution de (1.1) avec f=0 et 
pE (JAS, alors ue C([0,T]); | JH) et, pour O<1<T, 


WFu(t,.)= x (WFæe), où x, est défini par le système d'équations 
différentielles 

dx 194 dé 1 ða 

aa tré) dE LAA ox) 

x(0) =y, é(0)=7, (x é)=x 0n). 


Ce résultat peut être étendu dans différentes directions : 

i) Pour t fixé, il est facile de vérifier que y, est canonique (c’est-à-dire 
préserve la 2-forme o, cf. chapitre I, paragraphe 7.2.1). 

ii) L'opérateur K: @ — u (tọ, - ) est un « opérateur intégral de Fourier 
elliptique associé à la transformation canonique x, ». L'exemple déve- 
loppé ici est le point de départ historique de cette théorie. (Voir [H2, 4, 
5].) 

D’autre part, on peut déduire (Ex. C.3) de la proposition 1.3 le 
théorème de propagation des singularités d’Hôrmander, qui s'énonce 
ainsi : 

Soit P un opérateur pseudo-différentiel d'ordre m proprement supporté 
sur un ouvert X cR”, de symbole principal réel Dm- 
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Si ue D'(X) vérifie Pue C®(X), alors WF(u) est une réunion de 
courbes intégrales de H, issues de points où Pm = 0. 


Ce théorème, qui permet de séparer les « rayons » de propagation des 
singularités issus d’un point x, € supp sing u de la base X selon leurs 
origines (x, čo) dans T* X au-dessus de x, est un des résultats fondamen- 
taux de l’analyse microlocale (comparer avec la discussion de l’exemple 
B.2.1.3 et de l’exercice C.2). 


2 OPÉRATEURS D'ORDRE m 


Lorsque xeR, un opérateur différentiel d'ordre m 


P(x,t, D D)= Ÿ ayt DEDÍ, (œ@n=l); 


k+l<m 
peut se « factoriser » sous la forme : 


P(x,t, Do D) = (Di— Àit, xX) D.) (D,-2,,(4, x) D) + 
+ordrem — 1, 


où les A, ¢ sont les racines en 7 supposées distinctes du polynôme 
ê 
Pm = >. ae g*r = 0. 
k+f=m 

Lorsque xeR" (n=2), les racines en 7, supposées distinctes, de 
l'équation p,,(x, t, £, Tr) =0 sont seulement homogènes de degré 1 en 
é, et les facteurs D, — A;(t, x, D,) correspondants sont des opérateurs 
pseudo-différentiels de la forme considérée au paragraphe 1. Les racines 
en 7 étant distinctes, il est facile de montrer (Ex. C.4) qu’on peut, en fait, 
factoriser le symbole complet de P (et pas seulement son symbole 
principal) ; nous n’utiliserons dans la suite qu’un fait plus élémentaire. 

Considérons donc ici un opérateur de la forme P = P(x,t,D,, D,) = 
$ P;(x1, Dx) Di, pour lequel P,=1, P, étant d'ordre m-—j, de 
jsm 


symbole principal p; homogène de degré m -j en é. 

On suppose que : 

(H). Les racines en 7 du polynôme p = Zp;(x, t, £) tf = 0 sont réelles 
(hypothèse d’« hyperbolicité » de P). 

(S). Ces racines sont (uniformément) simples, c’est-à-dire 

d (x,t, T )| > C|é]”-! lorsque p =0. (On dit alors que P est 
« strictement » hyperbolique.) 


Pour un tel P, on a une estimation ď’énergie analogue à (1.1.1). 
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m-l 
PROPOSITION 2.1. Si seR, on a pour tout ue (NCA, T], 
j=0 


Hstm-l-i) tel que Pu E€ L'([0, T] ; H°) l'inégalité 


sup |Dj u(t, .)| 


jem-1t€el0,7T] 


j T 
=C: y [Diu gnait [ Puti, I a) (2.1) 


j<m-i 


s+m-1-j ~ 


Preuve : 


a) Notons A(x, t, E) < À (xX, t, E) <- < À m(x, t,£) les m zéros 
réels de p. L’hypothèse (S) implique | 3f ƏZA; (x, t, £)| = Ca glé! P., 
en sorte que si yE CG vaut 1 près de 0, A(x, £, £) = (1 -x(£)) 
A(x, t, E)E S'. Pour tout j, montrons qu’on peut trouver 


m-l 
Q; m X Q; (x, t, D,) D} 
k=0 


(avec Q E S”-!-F et Qim-1) = 1), et 
R;(£, x, D) € S"”! 
tels que. 
P=(D,;-A;(x1D,))0;+R;. 
En effet, en écrivant 
1 | 
P, DÌ = D, P, D} `' — + @P;) Di! = 
E pa 1 A 
= (D, — 4,) P; DÌ -' + A; P; D}! + @,P,) D pA 


et en recommençant le même artifice pour les deux derniers termes etc..., 
on obtient l'expression désirée avec R, = R;(t, x, Dx) € S”. Or, pour 
T = À; le symbole principal p — (7 — à;) q; de R;, qui ne dépend pas de 
T, est nul; donc R; € Set 

b) L’estimation d'énergie (1.1.1) pour l'opérateur D, — A; donne alors 
(pour À assez grand) 


supe”*'|[Q;u(r,.)| = 


1) d. 


T 
s+m- 
0 


= |Q; u(0,. J|, +2 Í e7 {|Pu(t, -)|,+ Clu, .)| 
Montrons que le contrôle des Q, u pour tous les j permet celui du membre 


de gauche de (2.1) : le symbole principal de Q; est gj = [| (7 — A4), et les 


kaj 
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q; forment une base de l’espace des polynômes en r de degré 
<m—1l; en particulier, pour k <m — 1, 
At 
k i 
tT“ = Ý q; ——. 
D ax t, E, A p) 
En posant 
k 
A;(x, t, é) 


M(t, x, E) = (1 Dee, 
y(t x, é) = ( Aen R 


on définit My; € S°-(”-1) tels que 


m-1 
Dfu= Y MyQju+ F Rg(t, x, D) Diu, 


j=0 


avec Ry € S*-i-!) On en déduit l'estimation : 


È [Drut mia 


ksm-1 


<C{EIQu& + E Dut, Isaa 


kem-!| 


c) Le «terme d'erreur » 


X |Dku(t, .)| 


k<em-1 


s+m-2-k 


est traité de la façon suivante : 
— Pour &=m-—1, [Qiu- DA u| est majoré par la somme 


Z' des termes pour k =m — 2. 
— Pour ksm-—2, on utilise l’estimation d’énergie (1.1.1) pour 
l'opérateur L = ð, soit : 


sup e” "| Déu(r, .)| 


s 
s+m-2-k 


s+m-2-k i 


T 
= |Dřu (0, l n2 k +2 | e-|D;'lu(s, .)| dr 
0 


d) Finalement, on obtient : 


sup e7% 2: a £ |Dru(0, dl mikt 


k<m-1 k<m-—1 


T T 
f e7 |Pu(t, .)|, dt + | o pa [Dul ymi dé 2E 
0 0 


k<m-1 


L’argument habituel de type « Gronwall » permet alors de conclure. O 
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Bien entendu, on peut aussi déduire de (2.1) un théorème d’existence de 
solutions du problème de Cauchy 


Pu=f, Diu(0, .) =u; jsam-l, 


comme au paragraphe 1.2, mais cest un peu plus délicat et nous ne 
continuerons pas dans cette voie. 


COMMENTAIRES SUR LE CHAPITRE II 


Ce chapitre constitue un pont entre la théorie «sèche» du premier 
chapitre et les applications aux « vrais » problèmes non linéaires esquissées 
au dernier. 

La partie A «Analyse non linéaire dyadique » repose sur l’usage 
systématique de partitions dyadiques en fréquence. Cet état d'esprit, 
qu’on trouve déjà développé dans COIFMAN et MEYER [CM], s’est avéré 
particulièrement efficace dans l’analyse des équations non linéaires : on 
trouvera dans BONY [B1] les concepts fondamentaux de « paramultiplica- 
tion », « opérateurs paradifférentiels » et les formules de « paralinéarisa- 
tion » correspondantes, tandis que la « paracomposition » est construite et 
étudiée dans ALINHAC [A]. La présentation ici s’inspire davantage de 
MEYER [M], qui contient également le cas des espaces L”. 

Outre une introduction aux théories mentionnées ci-dessus, on a voulu 
donner dans cette partie, les premiers exemples naturels de ce qu’on 
appellera au chapitre III des « applications douces » (c’est-à-dire suscepti- 
bles d’estimations « linéaires par rapport à la grande norme ») : le produit 
et la composition. 

Ce type d’estimations est crucial pour résoudre à peu près n’importe 
quel problème non linéaire, et se trouve être l’une des hypothèses 
fondamentales du théorème de Nash-Moser. 

La partie B « Analyse microlocale » présente un matériel désormais très 
classique (front d’onde, régularité elliptique microlocale), qu’on trouvera 
par exemple dans HÜRMANDER [H4]. De petits textes synthétiques sont 
disponibles sur ce sujet : la monographie de NIRENBERG [N] et l’article de 
HÔRMANDER [H2] dans l’ Enseignement mathématique. L'approche privilé- 
gie les troncatures coniques en fréquence, visant à séparer les « bonnes » 
directions spectrales des « mauvaises ». 

Les parties À et B correspondent en fait aux deux types de « décou- 
page » du fibré cotangent naturellement associés au calcul pseudo-diffé- 
rentiel classique (celui du chapitre I): découpage selon la taille de 
||, et découpage conique sur £ e S”-!. | 

Le développement des idées de la partie B constitue l’analyse microlo- 
cale des années soixante-dix : hypoellipticité et propagation des singulari- 
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tés pour les opérateurs linéaires ; c’est pour l'essentiel le sujet de l’ouvrage 
de HÔÜRMANDER [H5]. 

Depuis, le calcul paradifférentiel de BONY et ses prolongements ont 
permis d’étendre certains résultats fondamentaux (régularité elliptique, 
propagation des singularités) au cas d’équations non linéaires. 

Enfin, la nécessité s’est fait sentir, notamment dans certains problèmes 
non linéaires, d’une localisation plus fine encore des fonctions (dans le 
fibré cotangent) au voisinage de leurs lieux singuliers : c’est l’analyse 2- 
microlocale. Le lecteur averti pourra consulter LEBEAU [L] (dans le cadre 
analytique) ou BONY [B2] (dans le cadre des espaces de Sobolev), par 
exemple. 

La partie C est consacrée aux « inégalités d’énergie », qui sont l’outil 
principal pour étudier les équations hyperboliques et la propagation des 
singularités. Là encore, le matériel est emprunté à HÔRMANDER [H5], 
dans lequel on trouvera aussi les extensions de cette technique à l’étude 
des problèmes mixtes. 


EXERCICES SUR LE CHAPITRE II 
A.1 a) Soit se R. Montrer qu’il existe c, > 0 telle que si ue H° 


1 2 2 2 
= lju- Spul = Ÿ 4u gelu- Spul; 
$ a>p 


et en déduire que C4 l'est dense dans H“. 
teR 


b) Soit æ un réel positif, non entier. On pose m = E (a) (partie entière 
de a), p = æ —m (mantisse de a). Montrer qu’il existe C, telle que, si 
ueC®, 


1 
E lu- Spul, = sup 2% ul, = Calu- Spalla > 
a q>p 


et en déduire que (NC? n’est pas dense dans C°. 
yeR 
La suite de cet exercice se propose de caractériser les points adhérents à 
(NC? dans C* par la condition : 
yeR 
au(x + h) — 3fu(x 
sup KES = Oy lorsque ô—0. 
[8| =m (x, h})eR” xR”, |A| <5 [4] 


(*) 
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c) Vérifier directement que toute fonction u de C° adhérente à 
[ NC? satisfait à la condition (+). 
yeR 


d) En reprenant la preuve de la proposition 1.3 i), montrer que, si 
ue CT, 


Yq >=0, lu, < C27% f IE) x 


JaPu(x + h) — afu(x)| 
2 dy 


x È sup TG 


|8| =m (x h)eR"xR", | A| <24] y| 


En déduire que, si u vérifie (+), ||u — S, u|] — 0. 


A.2 Cas limite des injections de Soboley 


a) Vérifier que L! n’est pas contenu dans 47"? (On pourra supposer le 
contraire, et montrer qu’alors la masse de Dirac appartiendrait à 
H="?) En déduire que H”? n’est pas contenu dans L®. 


b) Pour ke N, on pose 
WES (R") = {ue L®(R"), due LR’), |a| =k}. 
Montrer que, si s = 5 +k, HR") n'est pas contenu dans W* ®(R"). 


(On pourra remarquer que toute fonction ue H° (s e R) s'écrit 


n 

A s+l t 

u=ug+ Ọ du, OÙ Up. UpEHt , et uge P 
f=i te 


A.3* Classe de Zygmund 
On note 


CHR”) = 


sR ip CE eh RME y o) 


(x h)e R” xR” 
On se propose de caractériser C} par les décompositions dyadiques. 


a) Montrer que, si ue C i(R”) et si ¢ e C(R”\ {0} ) est paire, alors 
u, = ¢ (2? D) u vérifie sup ||u, |, -27 < + oo. 
pz0 
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b) On ne suppose plus que @ est paire dans a. Montrer que la 
conclusion reste vraie. (On pourra écrire u,=æ(2?D)ü,, et 
ü, = (2P Du, & étant bien choisie.) 


ec) Soit u e S'(R"), et soit u = È u, une décomposition dyadique de 
p>=-l 
u. On suppose que 


sup |lu 


phe ao: 


p>- 


Montrer, en raisonnant comme dans la preuve de la proposition 1.3 ii), 
que ue C'!. (On pourra remarquer que 
|o(x+A)+v(x—h)-—2v(x)| = Cte |4|? sup lael) 
[æl =2 


d) Montrer l'injection de Sobolev généralisée H”? + R") c CHR”). 
e) En utilisant l'exercice A.2, montrer que l'inclusion W” c C} est 
stricte. 


A.4 Interpolation 


Soient s% <s<s; trois nombres réels. Soit (v,),.9 une suite de 
H” vérifiant 
—g{(s— so) , 
<Ce,2 ; |e 


Vaz=0, |v 


alsi- s) 
als = Cc,2 


als 


2 
avec X ġg=l. 
q>=0 


a) Montrer que la série à. LA converge pour tout s’ <s. On se 
q4=0 
a 
à NET 
propose de montrer que v = X v, appartient à H°, avec |v|, = Cte. C. 
CEA 


b) Montrer que l’on peut écrire v, = a, + bq, avec 


supp âc {£, |E] <2**!'}, supp c {é, |£| = 2°} 


— 45-50) g(si-5) 
la], = Cte.Ce,2 » ll, <Cte.Ce,2 PES, 


c) En estimant les normes L? des blocs dyadiques de È ays È bys 
q=0 q=0 


montrer que B ap ÿ bE H’ et conclure. 
g2=0 gz=0 
d) Quel est le lien entre ce résultat et celui du lemme 2.2? 
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e) Montrer que la conclusion est la même si l’on remplace les conditions 
(+) par: 
Vaz=0, |v 


< Ce, AIE, jv CHATS 


al al, 


avec Ya<l4>1. 
q4=0 
(On pourra définir et utiliser les décompositions 4-adiques.) 

J) Application. Soient to, fi, So s1 quatre réels, et soit T: 8'—&8' un 
opérateur linéaire, borné de H“ dans H” pour i = 0, 1. Soit 8e]0,1[; on 
pose £ = 06 + (1—0 )t ; s= 0sa+ (1 — 0)sı. Montrer que T est borné 
de H' dans H°. (Estimer |T: u,|., où u = Zu, est la décomposition dyadique 

Si 
de u.) 


Remarque. L'exercice A.4 peut également être traité dans le cadre des 
espaces de Hôlder. 


A.5 Soit a e L°(R”"). On définit le « paraproduit par a » selon la formule 
suivante : 
Tu= Y S,_2a.u, 


pæ2 


(avec les notations habituelles de la décomposition dyadique, cf. paragra- 
phe 1.1). 

a) Montrer que T, est borné sur H“ pour tout s e R, et sur C* pour tout 
a 0 non entier, avec une norme d’opérateur bornée par Cte |a{||.. 


b) Soit a e HR"), s < n/2. Montrer que 


IS, al, = C 2-9, 


et en déduire que T„ défini encore selon la formule ci-dessus, est continu 
de H’ dans H'*°-"? pour tout r e R. 

c) Soient s,1 deux nombres réels tels que s+1—n/2. Soient 
ae HR"), be HR’). Montrer que ab=T,b+T,a+R, avec 
Re H°+!-"?2(R") (on pourra utiliser le lemme 2.1). Discuter la régularité 
H’ du produit ab selon les valeurs de s, t, s + t. 


A6 Soit f e C®(R) telle que (0) =0 et, pour tout k=1, f 4 soit 
bornée sur R. On se propose de prouver que, si u e H”"?(R"), alors 
f(u) e HR"). 

a) Si ue HR"), prouver que 


Va, |a|—0, laS uly Ca Ple, 
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1 
En déduire que les m, = f J'(S,-1 u + tu,) dt sont des « multiplicateurs 
0 


de Meyer », et conclure en reprenant la preuve de la proposition 2.2. 
b) Montrer de même que pour s >n/2, |f(u)|,<C,[u|, où C, ne 
dépend que de ||, (Comparer avec la proposition 2.2.) 


A.7* Soit (m,),-0 une suite de fonctions C” sur R” vérifiant 
Yp, Va, latm, |, s Ex 24h 


Soit ¢ e C”(R") telle que supp 6 c {£, l/4< |é] <4}. 
a) Montrer que la fonction définie par 
a(x, £) = Y m(x) p (2? £), 
p=0 
est un symbole de la classe S 1, Le. vérifie les estimations : 
[ak afal E)| = Cag + JEJ! TT. 


b) Soit be S} (R” x R”). Montrer que l’on peut écrire 
b(x, E) =b_i (x, é)+ Y b, (x,2? £) 
p=0 
avec 
Vp=-1, b,eC®(R'xR"), |£|<1 sur suppb_;, 
1/2<|é|<2 sur suppb, pour p=0, 
et 


[or afb, (x, E)| = Cag 2711. 


En déduire que 


bE bae | a(x, é, y)dy 
R" 


où a(x, £, y) = y m(x, y) (2? £, y) est, pour chaque y, du type 
p=0 
considéré en a), avec, de plus 
Yp, Ya, YN, (azm, | = Cay 27191 a+ y” 
Va, [ə ð| =C, (1+ jype. 
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c) Montrer que, si be S? ,(R" x R”), b(x, D) est borné sur H° pour 
tout s — 0. (On se ramènera par b) à la proposition 2.2.) 

d) Montrer de même que b(x, D) est borné sur €C°® pour tout 
a —0 non entier. 

Remarque. La continuité des opérateurs pseudo-différentiels de la classe 
S, sur les espaces de Sobolev est un problème délicat ; de tels opérateurs 


ne sont pas bornés sur L? en général (voir [CM], pp. 39-40). Nous 
renvoyons à [H8] pour une étude récente de ce type de problèmes. 


B.1 Soit S hypersurface {x, = 0}, et soit u une fonction de la forme 
u(x) =u, (x). l ga or +u (x). Lex co} » 


où u,,u_ sont des fonctions C ® sur R” vérifiant Yx’ e R”-!, u, (0, x') + 
u_ (0, x'). 

a) Montrer que WFu = {(0, x',£,0),é, #0,x'€ R”-1}. En utili- 
sant l’invariance du front d'onde par difféomorphisme, exprimer ce 
résultat lorsque S est une hypersurface quelconque, de façon intrinsèque 
(comparer avec l’exemple 2.1.2). 


b) Soit P = 7 a,(x) D® un opérateur différentiel à coefficients 
Val sm 
CT. Calculer explicitement Pu(x), et en déduire que, si Pu e C”, alors 
Sest caractéristique pour P (i.e. p,(x, £) = 0 pour tous x € S, £ normal à 
S en x, Pm étant le symbole principal de P). Pouvait-on prévoir ce 
résultat ? 


B.2 Construction de distributions admettant un front d’onde donné 
Soit ¢ e CFR”) telle que f g (x) dx = 1, et soit «æ € JO, 1[. 
a) Pour k= 1, £eS"-!, xeR”, on pose 
Plx, E) = k" g (k® x) E. 


Montrer que la transformée de Fourier en x de 4 vérifie : 


D) YN, |n, E)| = Cu(1 + JEJ)“ si n reste dans un cône fermé 
T disjoint de R* £, Cy dépendant de F. 

ii) (ké, é)=1. 

b) On suppose dans cette question que $ =>=0, et on se donne 
éo € S”7!. Montrer que la fonction 


u(x) = SA p(x, £o) 


k=1 
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est continue à support compact sur R” et que 
Z(u) = {£o}; WF (u) = {(0, tËo), t >0} q 


c) Soit F un fermé conique de R”x (R’\0); on note 
Fi = F N (R” x S”-!), et on se donne une suite (xy, E})z>1 dense dans 
Fı. Montrer que la fonction 


u(x) = Y kre? plx — Xp Eg) 
k=1 


est continue et vérifie WF(u)= F. (On pourra remarquer que, si 
kÆj, £eS"- |, neS"-! 


|LG E n)|<Cni * 


pour tout N ; en déduire que, si 0 e CS(R”") vérifie 9 (x) = 1 près de 
X = X; 
Ar Ez 
[OuG?E,)| 7 57 2a 
pour j assez grand.) 


B.3 Montrer que si u est une distribution à valeurs réelles, (x, é) € WFu 
entraîne (x, — £) e WFu. 


B.4 Etude microlocale de la trace 


Soit ue D' (R? x R,) telle que WFu N {t =0, £ =0} = d. 
a) Prouver que si y e Cò(R,) est supportée suffisamment près de 
t = 0, Pintégrale 


Ke) = | OST. où v= wee), 


converge pour toute p € CG (R3), ne dépend pas du choix de # (si Pon 
impose de plus y =1 près de ż=0) et définit une distribution 
Tu sur R”. 

b) Vérifier que, si de plus u € C (R, , D' (R¥)), on a Tu =u], o 


c) Montrer, à l’aide de la définition du front d'onde, que 
WF(Tu)c {(x, é), 37, (x, 0, é, r )e WF (u)}. 


B.5 Cet exercice propose une démonstration de la proposition 2.2.2 et du 
corollaire 2.2.1, indépendante des théorèmes généraux cités aux paragra- 
phes 1 et 2. 
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a) Soit a e S”(R” x R”) et soit v e &' (R"). Prouver que si 
d(x, supp v) =c >=0, Ya, YB, |x" dÉa(x, D) v| = Cag- 


En déduire que, si a(x, D) v e C”, alors a(x, D) ve s. 

b) Montrer que (x, £o) € WFu si et seulement si il existe (x) e C6, 
non nulle en x, et y (£) e S°, elliptique en #,, tels que y (D)(pu) e CC®. 

c) Si a est un symbole, on appelle support essentiel de a (et on note 
SE(a)) l’ensemble des (xs, £0) € T* R”\0 n’admettant pas de voisinage 
conique F sur lequel on ait ae S7®. Si À = a(x, D), on note encore 
SE(A) = SE(a). Montrer que SE(A4B) c SE(A) N SE(B). 

d) Montrer d’abord la proposition 2.2.2 en remarquant que, si 
(Xo E0) E SE(A), il existe y et ç tels que y(D)ọ soit elliptique en 
X% £0) et SE(x (D) 6) N SE(4A) = à. 

e) Montrer le corollaire 2.2.1 en écrivant 


A=AXx(D)g+A(1-x(D)e), 


où ọ vaut 1 près de x, x vaut 1 dans un voisinage conique de 
o et en appliquant la proposition 2.2.2. 


B.6 Soit se R. Si v e &'(R”), on note Z‘(v) l’ensemble des é e R"\0 
n’admettant pas de voisinage conique T pour lequel (1 + |n |?) ?ô(n)e 
LT), Si X est un ouvert de R”, xe X et ue D' (X), on définit ensuite 
Zi(u) et WF (u) (front donde H° de u) selon le même plan qu’au 
paragraphe 1.1 (avec une extension évidente du lemme 1.1.1). 


a) Caractériser la projection de WF,(u) sur X. 


b) Montrer que WF(u) est égal à l’adhérence de UJ WF,(u). (On 
seR 


pourra remarquer que, si (JZ) NI =¢, avec veg’ et I ouvert 


conique, alors Z(@v) N I, = pour toute ¢ e CS(R") et tout ouvert 
conique [I tel que Fi cT.) 


c) Montrer que (x, čo) WF (u) si et seulement si on peut écrire 
u = u; + u, avec u; € Hi( X), (xx o) € WF (u2). 


d) Montrer que, si P est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 
m proprement supporté sur X, 


WF (Pu) c WF, ,„ (u) c WF, (Pu) U Car (P). 


e) Sous les hypothèses de d), on suppose m >0. Montrer que si 
P*ue L?.(X) pour tout k e N, alors WF(u) c Car (P). 
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B.7* Lemme de Rauch : voir [R] 


Soit s > n/2, et soient u, v E€ Hÿ,.(X). On se propose de montrer que, 
pour tout ż = 2 s — n/2, 


WF, (uv) c WF (u) UWF,(v). 


a) Vérifier qu'il suffit de prouver l’assertion suivante : si u, v e H" (R”) 
sont à supports compacts et t = 2 s — n/2, alors X'(uv) c Z'(u) U 5'(v). 


b) On se place dans le cadre de la question a). On notera 
(a+ |D! = £). Soit I un cône ouvert tel que (é)'u, 
{éi've LT). Pour ce ]0, I[ à choisir, on écrit 


UD = Wi+Wi+r, m= | â(£-n)ô(n)dn, 
[£-nl <cjnl 

"(= | ü(£ -n)ô(n)da. 
l£-nl>5lnl 


Montrer que si T, est un cône ouvert vérifiant l, c L, et c est convenable, 
alors (£)‘w,e L(T";) pour i = 1,2. (On montrera que (£)' | w,(£) | = 


H 1/2 H 2 1/2 
c(f Jacm)1 da ) (f lâcë - n)1 6m) dn ) ) 
r 


c) Remarquer que, pour des nombres c;, c) positifs, 


; 1/2 j 1/2 
Iré) = f [ä(m)| am) (f lê (m2) | am.) 
lni >c] él [ml = cl £| 


et conclure que {£)?°-"?re LR"). (Comparer à l'exercice A.5 c).) 


B.8* Soit X un ouvert de R”, et soit U une famille de champs de vecteurs 
C” sur X. On définit 


HS (V) = {ue Hi(X), Zi... Zpue H(X) 
VkEN,VZ,,...,Z,e VU). 
On note Ý l’algèbre de Lie engendrée par W et 
N(U) = {(x, £) E T* X\0, <é, Z(x)) =0 VZe Ò}. 
a) Montrer que, si ue H° (4), WF(u)c N (U). 


b) Soit S une hypersurface de R”; on prend pour W l’ensemble des 
vecteurs tangents à S. Expliciter le résultat de la question a) dans ce cas. 
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Donner des exemples d'éléments de H*® (W). (Penser aux distributions 
« C® par morceaux » de l'exercice B.1.) 


c) On suppose que s—n/2. Montrer que si ue H*°(Ÿ), alors 
fu) e H°°(V). 


B.9* Soit 7, (a) = fete #) a(x, 8) d@ une distribution intégrale oscil- 


lante définie comme à l’exercice 4.6 b) du chapitre I. 


a) Soit # = #(x) une fonction C®© sur N, à valeurs réelles, telle que 
dy #0 sur N et Vxe 2, VO e R"\0, 


d,g (x, 0) = 0 = dy (x) +#d (x, 8). 


Montrer que pour tout compact K de N2 x R”\0, il existe une constante 
C >0 telle que VA =0, YR =0, V(x, 0)EK, 


R|d,p(x, 0)| + |Rd,p(x, 0) ~à dy (D| = C(R +). 
En déduire que si ue C(A), 
[{e(a),ue-"Y)|<CyA-" pourtout À =1. 
(On pourra écrire a = y ax (27? 0 ) comme dans la preuve du théorème 1 
de l’appendice du danie et appliquer le lemme 1 «de la phase non 


stationnaire ».) 
b) Conclure que WF(I,(a)) c {(x, dọ (x, 8)), dap (x,0)=0}. 


C.1 Cet exercice propose une démonstration légèrement différente du 
résultat d’existence de solutions à un problème hyperbolique (proposi- 
tion 1.2). La méthode « par dualité » est remplacée par une méthode 
d’approximation du problème par une famille d'équations différentielles 
ordinaires. 

On se place sous les hypothèses de la proposition 1.2. Pour e € ]0, 1[, on 
pose p,=(1+#|D]) ! et a,(t,x, D)=p,a(t,x, D). On approche 
dans H° et f dans L'([0, T]; H") par des familles (¢,) et (f.) 
d’éléments de S. 


a) Montrer que, pour tout £ — 0, l’équation 


ou, 
EVA a(t, X, D) Us = f a u ,(0, x) = g (x) > 


a une solution et une seule u, € C !([0, T] ; H), pour tout r € R. 


b) En appliquant l'inégalité d'énergie hyperbolique, à Paide de lexer- 
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cice 5.10 du chapitre I, montrer que (u,) est borné dans C([0, T] ; H*) et 
est de Cauchy dans C([0, T] ; H°-?) lorsque e tend vers zéro. En déduire 
l'existence d’une solution u € C([0, T] ; H57?) N LX[0, T] ; H°) au pro- 
blème de départ. 

En raisonnant comme à la fin de la démonstration de la proposition 1.2 
et en utilisant l’unicité (démontrée à part), on obtient u € C ([0, T] ; H5). 


C.2 Equation des ondes 


Soient pe HR"), 6, € H°-'(R"). On se propose de résoudre le 
problème 


(8?- A)u=0, U\r1=0 = Po du, o= Pi (1) 


avec ue C (R, 4°) N C'(R, H°7!), et d’étudier la régularité microlocale 
de u. On notera |D]| l’opérateur défini par 


(Do) (E) = || Ô(£) pour ves (R”). 


Cet opérateur n’est pas pseudo-différentiel au sens strict de la définition du 
chapitre I, paragraphe 3 : nous laissons au lecteur le soin de vérifier que ce 
détail na aucune importance dans les résultats ci-dessous. 

a) On suppose que u est une solution de (1) avec la régularité annoncée, 
et on pose v, = (ð+ i|D|}u, v = (3, —-i|D|)u. Montrer que v, € 
C (R, A°-!) et sont solutions du système 


(@,+ilD|)v, =0, val, o=P1+ilD]| P0, (2) 


tandis que u vérifie 


v, +0 
ðu = ——, u|, Po: (3) 


2 
En déduire l’unicité pour le problème (1). 

b) Pour l'existence, montrer que l’on peut résoudre le système (2) à 
l’aide des résultats de (1), puis que (3) définit u e C'(R, H*- !), vérifiant 
de plus ¿| D| u = (v, —v_)/2. En déduire que u est solution de (1) avec la 
régularité annoncée. 


c) Montrer que, pour tout f, 


WF(v, (0) = [(= fE) (x, é)e WF(ei+i|D| eo} , 


et prouver que WF(u(t)) c WF(v, (t)) U WF(v_ (r)) avec égalité si ces 
deux ensembles sont disjoints. Comparer avec l’exemple B.2.1.3. 
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d) Montrer que v,, v_ sont solutions de l’équation des ondes, et en 
déduire (à l’aide de l’exercice B.4) que 


WF(v,) = 
= [rss él).reR, (x, £) € WF(p,+ilD| eo)} À 
Montrer enfin que WFu = WF(v,) U WF(v_). 


C.3* Théorème de Hörmander 


a) Soit a = a(x, £) € S'(R" xR”), de symbole principal a(x, £) à 


valeurs réelles. Soit ue ( JHR”). On suppose que f= 
seR 


a(x, Du e A HR"). En remarquant que la fonction 
v(t, x) = u(x)(te R) est solution de 
(ð, + ia(x, D)) v = if (Vs, f € CR, H°)), 


montrer que, si (x, £) e WFu, alors x,(x, £) e WFu. 


Pour tout że R, on a posé 
ð 
x0, 0) = (D, E (D) avec A1 = Z7 CCD, E (D): 


i ða 
E(t) = — ee (x(2), é (t)), 
x(0) =y, £(0) = 7. 


(On vérifiera que la proposition 1.3 est encore vraie si l’on ajoute un 
second membre régulier.) 


b) Soit P un opérateur pseudo-différentiel d’ordre m proprement 
supporté sur un ouvert X de R” (ou une variété différentiable). On 
suppose que le symbole principal p,, est réel. Soit u e D'(X) telle que 
Pue C®(X). Montrer que WFu est une réunion de bicaractéristiques de 
Pm G.e. de courbes intégrales de H,, associées à la valeur p,, = 0). 

Indication. On se ramènera à une situation sur tout R” comme en a) à 
l’aide de troncatures, puis au cas m = 1 en multipliant P par un opérateur 
elliptique d’ordre 1 — m. 


c) Appliquer le résultat énoncé en b) au cas où P est un champ de 
vecteurs, P = à? — A (comparer avec le résultat final de l'exercice 2). 

d) On considère P = a+ xa sur la bande B = {—-1<x<1,7eR}. 
Soit ue D' (B) telle que Pue C”(B). On suppose que u e C © près de 
{x = — c} pour un certain c € ]0, 1[. Montrer que u e C ”(B). 
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CA Soit P(x,t, D, D,) = y P;(4, x, D,) Di un opérateur différentiel 
j=0 
d'ordre m. On note: 


p(x, t, érT)= È p(t, x, ET, 


j=0 


son symbole principal; on suppose que p,, = l, et que les racines en 
T de équation p(x,t,é,7)=0 sont distinctes (notées 


T(t, X, é), ss T mt X, £})). 
On se propose de montrer qu'il existe A (t, x, È), À m(t, x, È), 
symboles classiques d’ordre 1 en (x, ë), C” en t, tels que: 


P = (D,— A(t, X, D,)) ... (2, - À m(t, X, D,)) +R, 


m-l 
où R(x, t, Do D) = Ÿ R(t, x, D,) Dijet Re S’. 


j=0 
a) On note : 


CAES t, éT) = II (T —7;(, x, ¿)). 


ka) 


Montrer que, si 


m-l 


a(x, t, é&T)= + a;(£, x, ETI, 


j=0 


est homogène de degré f en (£,T), on peut écrire 
a = D b(t, X, é) q(x, t, ET ) > 
j=l 


où les b, sont homogènes de degré £_m+1 en £. (On donnera une 
formule explicite pour les b;.) 


b) Vérifier, ainsi qu’il est annoncé au début du paragraphe 2, que 


P = (D, - 7\(6, x, D,)) ne D, - Tml, x, D,)) + Rm-1 , 


m-l 
où Rma-ı(x, t, D, D) = X Rm- 1,; (t, X, D,) D}, et Rm-1,; est classique 
j=0 
d'ordre m-l-j. Montrer qu’il existe Ti olt, X, Er 
Tm, 0 (t, X, E) € S°, classiques, tels que 


P = (D, -T ,(t, x, D) — o1 olt, x, D,)) (D, -Tnt x, D.) — 
ea T m, 0%, X, D) + Rm2 L 
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m-l 
où R_2(x t, D, D) = F Rm2; x, Dy) D} et R,,_,; est classique 
j=0 
d'ordre m — 2 — j. Conclure. 
C.5 Soit A = A (t, x, é) € C”([0, T], SR" x R”)) un symbole à valeurs 
dans les matrices carrées complexes d'ordre m, dépendant de manière 


C” de £. 
On s'intéresse au problème de Cauchy 


Lu= (D,- 4A(t,x, D,))u = f, u (0) = ọ € HR), (1) 


où toutes les fonctions sont à valeurs dans C”, sous l’hypothèse (dite de 
stricte hyperbolicité) que le symbole principal 4,(#, x, £) de À a toutes ses 
valeurs propres réelles et distinctes. 


a) Montrer qu'il existe P = P (t, x, é) e C”?([0, T], SUR" x R”)) à 
valeurs dans les matrices carrées d'ordre m, elliptique d’ordre 0, tel que 
P(t, x, D,) A(t, x, D;) u = A(t;x, Dy) P (t,x, Dy) u + R(t, x, D,)u, 

où 
A(t, x, €) 
A(t, x, ) = s 
À m(t X, E) 
les À ; ayant pour symboles principaux les valeurs propres de 4; (ż, x, £), et 
où Re C”([0, T], SAR" x R”)). 
b) Montrer qu’il existe une constante C telle que, pour À assez grand, 


| T 
sup e7% |Pu{t, Dl; =c (lel,+ f e7™(]Lu(t,.)|, + jut, |) ar). 
0O<t<T 0 


En déduire l'inégalité d’énergie 


; T 
sup elut = C(lel+ | e=" lut, D de) ; 
0 


0stsT 


(avec une autre constante C). On remarquera, comme à la fin de la preuve 
de la proposition 2.1, que 


sup e-\‘[u(r,.)|,_, = 
O=<1<T 


z T 
<= lels +2 [ e "(|Lu(e, lyi + C'|u(],) dt r 


En raisonnant comme au paragraphe 1.2, en déduire l'existence et 
Punicité pour le problème de Cauchy (1). 
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C.6 Cet exercice montre comment réduire un problème hyperbolique 
scalaire d’ordre m à un système du type considéré à l’exercice C.5. (La 
méthode est due à A. P. Calderén.) 

Soit 


P(x, t, D,, D,) F, X P(t, x, D.) DÌ, 
j=0 
un opérateur différentiel scalaire d'ordre m, avec P p(t, x, £) = 1. 


a) On suppose que Pu = f, Di~! u(0, x) = @;(x) pour j = 1,...,m 
Montrer que v = (v,,.….,v m) défini par 


v; = Di "(D)" u, 
(où <D} a pour symbole (1 + |£ |2)!"3 est solution d’un système du type : 
(D,- A(t, x, D,)) v =g,v (0, x) == y(x), 


que l’on explicitera. 


b) Calculer le polynôme caractéristique du symbole principal 
A(t, x, č) de A(r,x, D,), et en déduire que, si P est strictement 
hyperbolique, alors le système D, — A l’est aussi au sens de l’exercice C.S. 
En déduire une étude du problème de Cauchy pour P, à l’aide des 
résultats de l'exercice C.S. 


C.7* Systèmes symétriques positifs sur le tore 


L'exercice suivant est emprunté pour l'essentiel à J. MOSER [Mo]. Sur le 
tore T”, on considère un système différentiel m x m 


L= Y A;(x) ð + B(x), 
j=1 
et l’on suppose que les 4; sont hermitiennes. On note : 
_BG)+B(x)* 1.4 
K(x) = D SE 3 À 8;A;(x), 
et on fait l’hypothèse de positivité suivante : 
Vrel”, K(x)=c1, co=0. (Po) 


a) Montrer que, pour toute fonction u €e H'(T"), on a 


Re (Lu, u ) = (Ku,u). (1) 
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Montrer que cette identité est encore vraie si l’on suppose seulement 
ue L?, Lue L?. (On utilisera le «lemme de Friedrichs », Ex. 5.10.b ; 
chapitre I.) 

En déduire l'estimation |u|} = Cte |Zu |, puis le fait que ue L’ et 


Lu = 0 entraîne u = 0. 
b) Montrer l'inégalité 
fe L?, l'équation Lu = f admet une solution et une seule u € L? 
c) On note {D}* lopérateur de symbole (1+[£[?}*? (s >=0). On 
suppose vérifiée la condition 


u| = Cte | L* u |p et en déduire que, pour toute 


Vées" !, K(x)+s Ÿ BADE ESC l, (P) 
1<j,k<n 


où c, => 0. Montrer l'estimation 
C 
Vue H*+!, Re ((D)}° Lu, (Dyu) = 5 luli- C lulo (2) 


(on calculera le symbole principal de [Z, {D)°], et on utilisera l'inégalité 
de Gärding, chapitrel, proposition 5.3) et en déduire que 
lu|,< Cte | Lu. 


b) Toujours sous l’hypothèse (P,), on suppose que fe H° et on 
considère la solution u € L? de Lu = f. On se propose de montrer que 
ue H°. 


i) Pour £ — 0, on note L, = L — eAid (4 _ > a) En raisonnant 
j=1 

comme en a) et b), montrer qu’il existe u,€ L? unique telle que 
L.u, = f. Montrer que (u,) est bornée dans L? et qu’une sous-suite de 
(u,) tend faiblement vers u si e tend vers 0. 

ii) Montrer que u, € H°*? pour tout £ >O et, en utilisant l'estimation 
(2), montrer que (u,) est bornée dans H” lorsque e tend vers 0. Conclure. 

e) Vérifier que la condition (P,) ne peut avoir lieu pour tout 
s que si les 4; sont constantes. 


f) La question e) laisse prévoir une limitation de la régularité 
H’ de la solution de Lu = f pour fe C®. Calculer explicitement la 
solution u € L? de 


; d 5 i 
(-sinx $ +m ) u= (sina) , 
dx 


sur T', avec m > 1/2, et vérifier que la limitation prévue par la théorie ci- 
dessus est optimale. 


CHAPITRE III 


Théorèmes de fonctions implicites 


Nous présentons ici différents exemples de problèmes de perturbation, 
regroupés selon la sévérité des « pertes de dérivées » subies : d’abord les 
cas «elliptiques », où le théorème usuel des fonctions implicites suffit ; 
puis les problèmes justiciables d’une méthode de point fixe (y compris la 
question du plongement isométrique) ; enfin, les cas où l’on dispose 
« d’estimations douces » sur le linéarisé, autorisant la mise en place d’une 
technique de Nash-Moser (comme pour l'étude des perturbations de 
champs de vecteurs sur le tore, par exemple). 


A THÉORÈME DES FONCTIONS IMPLICITES ET 
PROBLÈMES ELLIPTIQUES 


1 RAPPEL DU THÉORÈME DANS LE CADRE DES ESPACES DE 
BANACH 


1.1 Le théorème d’inversion locale 


THÉORÈME. Soient f : Bı = U —> B, (B; espace de Banach, U ouvert de 
B;), et supposons f continůment différentiable dans U. S'il existe A: 
B, — B, linéaire continue telle que f'(x) A =idg, alors il existe g, 
C! au voisinage de yo = f(x), telle que f(g(y))=y. Si de plus 
f'() est un isomorphisme de B, sur B,, f est un C! difféomorphisme d'un 
voisinage de Xÿ sur un voisinage de f(x). 


Preuve : 

a) Supposons d’abord que B; = Ba, f (xs) = Xo f’ (xo) = id. On écrit 
alors équation y = f(x) sous la forme x = x + y — f(x) = h (x), et l’on 
cherche un point fixe de h comme limite de la suite x,,, = h(x,). Plus 
précisément : 
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i) Pour 8 >0 assez petit et ||y — xol] = 8/2, h: B(x0, 8) —+ B(x0, 8); 
en effet, 


SG) = FC) +x-x0+0(1[x-x%f)=x+0(]x- x), 
d’où 
h(x) — xo = y — xo + 0 (x — x), HAC) — xoll = 8 (1/2 + e(8)) < 6. 


i) Si |y-x] < 6/2 et & assez petit, h est contractante dans 
B(X» ê), car 


; x 1 
lk -kel < a- ll sup |id-/f'(2)| <3 I x — xl . 
liz- xoll =ê 


D’après i) et ii), A possède dans B(x, 8) un unique point fixe. En 


conséquence, pour tout y € B {| xo è , Péquation f(x} = y possède une 
P X> 5 


solution et une seule dans B(x, ô ). Puisque ô peut être pris arbitrairement 


petit, nous en déduirons que limage par f de tout voisinage de 
X% est un voisinage de x. 


b) Passons au cas général. En appliquant ce qui précède à 
FO) = f(x + AO — y)), on obtient d’abord que l’image par f de tout 


voisinage de x, est un voisinage de yọ. Soit Y une boule ouverte centrée en 
Jo de rayon assez petit, tel que 


sup id- Fo <1. 
yeY 


Alors, pour tout y € Y, f'(>) est inversible, donc, en appliquant ce qui 
précède à y et f, on conclut que l’image par f de tout ouvert de 


Y est un ouvert. Comme f est également injection sur Y en vertu de la 
formule de Taylor déjà utilisée en a), elle réalise un C '-difféomorphisme 


de Y sur f(Y). Si ğ est le difféomorphisme, la formule 
g(y) = x + A (ğ(y) — yo) fournit l'application g cherchée. 


c) Si f'(x) est un isomorphisme de B, sur B;, alors À est inversible, et 
d’après b), 


FC) = f + AT 'Cx — %)) 


définit un C!-difféomorphisme d’un voisinage de x, sur un voisinage de 
Yo- O 
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1.2 Le théorème des fonctions implicites 


C’est un corollaire standard du théorème d’inversion locale. 


THÉORÈME. Soient Bo, B}, B, trois espaces de Banach, U un voisinage de 
(Xo Yo) E Box Bi, et f: U >B, continüment différentiable. Supposons 
qu'il existe une application linéaire continue A:B,— B, telle que 
Jy% Yo) À = idg, I existe alors g,g € C | dun voisinage de x, dans 


B,, telle que f(x, g(x)) = f (x Yo). Si de plus f, est bijective, g est unique 
et f(x, y) = f (x Yo) équivaut à y = g(x) pour (x, y) voisin de (xs Yo). 


Preuve: cest le théorème d’inversion locale appliqué à 
F(x,y) = (x, f (x, y)). (==. 

Ce théorème qui, comme on le voit, est facile à démontrer, se révèle très 
puissant pour résoudre certaines équations différentielles : nous allons 
tenter, à l’aide d’exemples, de comprendre lesquelles. 


2 QUELQUES EXEMPLES D’ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
NON LINÉAIRES 


2.1 Résolubilité locale d’équations différentielles 


PROPOSITION 2.1. Soit y' = g(x,y) un système d'équations différentiel- 
les, où g est de classe C ' et réelle au voisinage de (x, yo) € R x R”. I existe 
une unique solution y définie au voisinage de x, satisfaisant y(X) = Yo- 


Preuves : nous donnons trois preuves, chacune contenant des éléments 
qui seront utiles dans des situations plus générales. On peut toujours 
supposer Xp = Jo = Q. 


Première preuve: on pose x =e#et: si z(f) est une solution de 
z' = eg(et,z)pourte [- 1, + 1], avec z(0) = 0 alors y(x) = z(x/e) est la 
solution cherchée, définie dans [- €, + e]. 

Soit f(Ee,z) =z'— eg(et,z), considérée comme une application de 
classe C' d’un voisinage de (0, qe dans R x B, à valeurs dans 
B,=C CAI; +1]), où Bı = {ze C'([- 1, + 1}), z(0) = 0}. Comme 


f:(0, 0) =I’ on prend A: B, — B, définie par (Au) (t) = = D ds 
0 


pour appliquer le théorème des fonctions implicites. 


Deuxième preuve: soit ÿ(x) = xg(0,0) une solution approchée et 
I= |-a, +a], où a—0 est choisi assez petit pour que 
f(w)=7 g(x,y) soit bien définie au voisinage de y dans 

= {yeC'(1),y(0)=0}, à valeurs dans B= C1). Comme 


f'O®) = gD ï) est un système d'équations linéaires, on peut 
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trouver A satisfaisant à /'(ÿ) A = id z, et le théorème d’inversion locale 
s'applique. 

Choisissons y e CS(R}), x valant 1 près de 0: pour £ —0 petit, 
x{(x/e) f (>) est une « petite perturbation » dans Bo, et l’on peut trouver 
y€ B, voisin de ÿ tel que f) = f (P) — x (x/e) f (F). En particulier, 
y est la solution cherchée dans un voisinage de 0. 

Bien que moins foudroyante que la précédente, cette preuve indique un 
procédé (utiliser une solution approchée en x) pour transformer une 
question d'existence locale en x, en problème de perturbation dans 
Bo. 


Troisième preuve : on résout l’équation 


e d 
y(x) = i g(s, y(s)) ds = H(y) (x) 
en cherchant un point fixe de H dans la boule B(0, £ ) de C% [- «, a ]). 
En effet, si 6 = a sup |g|, H opère dans cette boule, et si æ sup |g,| < 1, 
H est contractante. 

Cette méthode de point fixe sera utile pour résoudre des systèmes 
hyperboliques au paragraphe 3. o 


2.2 Solutions périodiques d’équations non linéaires 


PROPOSITION 2.2. Soit p: la, b[ — ]c, d[ une fonction continue stricte- 
ment croissante. Pour toute fonction g € CÌ, (continue et 2 w-périodique) 
à valeurs dans ]c, d[, il existe une fonction ye C],, à valeurs dans 
la, b [, satisfaisant y' + p(y) = g. 


Preuve : soit U c Cho l’ouvert des fonctions à valeurs dans Ja, b[, et 

f:U=>C}, définie par f) = y' +p). 
a) Pour tout ye U, f'(y):Cl,-—C?, (définie par f'(y) = 
> 27 
$ + p'(y)) est inversible, car p'(>) dx #0. On peut constater ce fait 
0 
en calculant explicitement une solution périodique par la méthode de 
variation des constantes (cf. aussi proposition 3.3.1 plus loin). Le 
théorème d’inversion locale implique qu’alors f(U) est un ouvert de 
C}. 

b) Soit V l’ouvert convexe des fonctions de CŸ, à valeurs dans 
]c, d[. Comme f (U) N V & ġ, il suffit de montrer que f (U) A V est 
fermé dans V pour avoir f(U)> V. 

Soit donc ge V, et ge f(U), g;—>g9g, f(y;)=g;: léquation 


y; +p (y:) = g; montre que les valeurs p (sup ») et p (ints) sont des 
xX x 
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valeurs prises par g. Comme g;([0,27]) est voisin de 
g([0,2 m])ce ]c, d[ par hypothèse, on en déduit que les valeurs des 
y; sont contenues dans un compact fixe de ]a, b[. L’équation implique 
alors que ||yj || = Cte, et Pon peut extraire de la suite des y; une suite 


partielle convergente dans C? vers y; y est périodique, et l'équation 
montre que y € C},, avec f(y) =g. o 

On voit ici qu’une utilisation ingénieuse du théorème d’inversion locale, 
combinée à des informations de nature topologique, peut conduire à des 
résultats d’analyse globale. 


2.3 Perturbation d’un problème de Dirichlet non linéaire 


PROPOSITION 2.3. Pour un compact convexe À cRt, désignons par 
B(A) l'espace des fonctions continues sur A, possédant des dérivées 
partielles continues par rapport aux variables x,, X3, x4. Soit ue C XI, R) 
(I = [a, b]) une solution du problème de Dirichlet 


F(x,u(x),u'(x),u"(x)) = 0,u(a)=u(b)=0, 


pour une certaine F € B6(A), où À est un voisinage compact des valeurs de 
x,u,u',u"). Supposons que F0, F, <0. Pour toute GE B(A) 
proche de F, il existe alors une solution v du problème G (x, v, v', v” ) = 0, 
v(a) = v(b) = 0. 


Preuve : on considère f(G,v ) définie au voisinage de (F,u) par 
F(G,v)(x) = G(x, v (x), v'(x), v”(x)), comme une application d’un 
ouvert de  Bj(A)x C&U) dans CI), où Ci) = 
{ue C XI), u(a) = u(b) = 0}. La différentielle f,(F, u) est 

g? d 


(F, u) = Fi, +F +F}. 
Jol u) ant HT u 


Si f,(F,u)w = 0, w ne peut avoir de maximum strictement positif ni de 
minimum strictement négatif à cause de l’hypothèse F}, > 0, F; < 0, donc 
w = 0. 

La théorie générale du problème de Dirichlet linéaire nous indique alors 
que f, est surjective (c’est « l’alternative de Fredholm »). Donnons de ce 
fait une preuve élémentaire : soient y, et y, les solutions de f, y; = 0 avec 
yı(a)=0, yi(a) —1, y,(b) =0, y;(b) =1. L’injectivité de fẹ, dans 
C(I) implique précisément que y, et y, sont indépendantes. On peut alors 
trouver une solution de fy =h sous la forme y = ay, + By, par la 
méthode de la variation des constantes, dans laquelle on peut choisir de 
plus æ(b) = 0 et B(a) = 0, soit ye C&I). 

L'application du théorème des fonctions implicites achève la preuve. 

0O 
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2.4 Résolubilité locale d’équations elliptiques non linéaires 


PROPOSITION 2.4. Soit F = F (x, u®?) (|a| <2) une fonction C® de 
(n+ 1)(n+2) 


ses n+ N arguments réels (N = 5 


| On suppose pọ € RY 
donné tel que 
i) F(0, po) = 0. 


ii) L'opérateur P = È u (0, po) 8° est elliptique, c’est-à-dire : 


Z 


PaË) = Ð (0, po)£" #0 pour ER”, #0. 


lal 


_, ðu m0 
Il existe alors, au voisinage de x = 0, une solution u, C® à valeurs réelles, 
de l'équation 
F(x, ðu) = 0 
avec 
(8®u(0)); aj <2 = Po- 


Preuve : soit ŭe C”(R”) telle que 9*4(0), aj <2 = po. Fixons p +2, 
p €N, et notons: 
B, = {ze C"(B),8°z(0) =0, |a| <2}, 
B, = {v e C? -?(B), v (0) = 0}, 


1l 


avec B = {xe R”, |x| =1} 
Pour £ e R proche de 0, ze B;, posons : 


fe, 2)O@) = F(ey, (ey) + £°z(), (VĂ) (ey) + 
+ e(Vz)O), (V2) (er) + Vz()). 


On définit ainsi une application f d’un voisinage de (0,0) dans 
R x B, dans B;, telle que f (0,0) = 0. La dérivée partielle f}(0, 0) est 
P; = 2 à —" Po)“, partie principale de P. Quitte à dilater et 
3 ÔU & 
|a 

faire e les axes, on peut toujours supposer (au signe près) que 
p2 = — |é |? et P, = A. Pour appliquer le théorème des fonctions implici- 
tes, il faut trouver A : B, — B; tel que AA = id. En utilisant une solution 
élémentaire de À, il est facile de prouver qu’il existe 
Ao: CP 72(B) > CP(B) tel que AA, = id. (Voir Ex. A2.) 
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Il suffit alors de poser, pour v € B>, 


2 
Av(y) = Agv (y) — Ao v (0) — (490)" (0) -y — (4o 0)" (0). 
car 


a (Cov) wF) = trace (A v)” (0) = (A4 v)(0) = v(0) = 0. 


On obtient ainsi £ >0 et z satisfaisant à f (£,z) = 0, et la fonction 
u(x) = ñ(x) + e?z(x/e) est une solution C° du problème. 

Les résultats standard de régularité sur les équations elliptiques permet- 
tent alors de conclure qu’en fait u e C © (voir lemme 2.5). o 

Nous donnons ci-dessous une démonstration simple du résultat de 
régularité utilisé sous hypothèse supplémentaire que p > 3. 


LEMME 2.5. Soit N un ouvert de R", et soit ue CP(Q) (p —3) une 
fonction réelle solution de l'équation 


F(x, d*u)=0, (|a|<2), 


F étant une fonction C® de ses n+ N arguments réels. On suppose que 

l'opérateur P = y Si, (x, 8*u(x)) ð” est elliptique sur N. Alors 
[el =2 OU 

ueC"(Q). 

Preuve : soit x € N. Nous allons montrer que ue C?*! près de 
x. Faisant varier x, on en déduira ue C?*!(Q) puis, par récurrence, 
ue ChA). 

Soit donc j e {1,...,n } ; notons v = djue C?-'(Q). En appliquant 
8; à l'équation, on a: 

Pve CPN), 


ce que l’on peut encore écrire, en notant P, opérateur à coefficients 
constants égaux à la valeur des coefficients de P en %4: 


Pov+ Y avec? (0), 
[al =2 
avec a, E CPN), a,(x) = 0. 
Soit ¢ e CF (R”) valant 1 près de (ixi <3} et 0 sur {|x| = 1}. Pour 
£ >0, on définit 


X — X% z 
f(x) = p > U= OV, Ag = PO2ella 
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Pour e assez petit, v, € C-HR"), af e CE-AR"), et 


Pov, = Y agav, e CER"). 


{a| =2 


Nous utilisons maintenant la décomposition suivante, introduite dans la 
preuve de la proposition A.2.1.1 i) au chapitrell: Vae L®(R"), 
Yb e L”(R”), il existe des opérateurs À et B tels que 


ab = Y(S;a)b,+Y(S,,1b)a, = Ab + Ba, 
q P 


avec 


VreR,\N Ale. ce <Cte lalo 18e c= Cte |b|,. 
En appliquant ce résultat à a = af, b = 6°v,, on en déduit 
Pov.+T.v,e CPR”), 


avec 


VreR,\N [Tloe::.co<Cte Y a, = 2 (2). 


[al =2 
En faisant opérer à gauche une paramétrix de P, sur l'équation, on obtient 
v, + K,v,e C(R”), 
avec 
Vo eR,\N, Kelces c0:2 = O(E). 


Fixant e > 0 tel que | K,{|.2  e.2< 1 pour o = p —3eto = p — 2, on 
en conclut que v, e CP(R”), donc que v e CP(R”") près de x, ce qui 
achève la démonstration. o 


Remarques. 


a) Le lemme 2.5 est en fait vrai pour p > 2 (et même pour p = 2) mais 
la démonstration est un peu plus technique. 


b) Par souci de simplicité, l'énoncé de la proposition 2.4 a été volontai- 
rement restreint au cas d’une équation scalaire d’ordre 2. Nous laissons au 
lecteur intéressé le soin de vérifier que la preuve que nous avons donnée 
s'adapte au cas des systèmes différentiels elliptiques d’ordre quelconque. 
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B DEUX EXEMPLES D'UTILISATION DE LA MÉTHODE 
DU POINT FIXE 


1 UN EXEMPLE DE LA MÉCANIQUE DES FLUIDES 


1.1 Systèmes hyperboliques symétriques quasi linéaires 


Nous considérons le problème de Cauchy suivant : 


(*) 


F ZA;(u)ðu+B(u)=0 
Ul, =0 — u9, 


dans une bande (#, x) € [0, T] x RË. 

Ici ueR", et 4j(u) et B(u) sont des matrices réelles N x N et 
N xl, C” dans un ouvert G c R¥ pour lequel u(x) € G. Nous ferons 
l'hypothèse suivante : 


(A) Il existe une matrice réelle symétrique S(u), C® dans G telle que 
i) S(u) = So id, So > 0, 
ii) S(u) A;(u) est symétrique. 


Il est alors facile de voir que les valeurs propres de Z4,(u)é; sont 
réelles pour £ eR”, ue G: on dit que le système est hyperbolique. (Cf. 
chapitre II, paragraphe C.2.) 

Un système vérifiant (H) est dit hyperbolique symétrisable (la symétrie 
des matrices SA, est ici essentielle (cf. chapitre II, paragraphe C.1.1)). 
Enfin, le fait que les coefficients 4, dépendent seulement de u, et non de 
Vu, donne au système un caractère non linéaire particulier qu’on appelle 
« quasi linéaire ». 

De tels systèmes existent dans la nature. Par exemple, l’état d’un fluide 
compressible dans R” décrit par sa densité p >0 et sa vitesse 
v = (Vi, -V ,) est soumis aux équations suivantes, dans le cas où l’on 
suppose l’entropie constante (peu importe ici ce qu’est cette entropie) : 


+ div (pej = 0 


ð (pV; 
Podi D De E A A 


où e; = (0, ...,0, 1,0, ...,0_ })est le i-ième vecteur de base, et p = p (p ) est 
la pression, fonction croissante, supposée connue, de p. Dans ce cas, 
N =n +1, B=0, et l’on peut écrire le système sous la forme équivalente 
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2 + div (pv) = 0 


ðv; c? ôp 
-—— +v. Vv; + 
ar + t p x 


i 


=0 où p=. 


On a donc ici 


v, 0 p 0 
0 v; 
u= (p,v), A;(u)= oi, 7 
0 
et 
c? 
S@)=| °°, ° 
0 p? 


Toutefois, l'hypothèse de coercivité (H) i) ne sera vérifiée que si la densité 
p reste minorée par un nombre positif. Ceci peut être obtenu soit en 
résolvant le système dans [0, T] x T” (T” étant le tore à n dimensions), 
soit en introduisant une version locale convenable des espaces H° sur 
R” (cf. [Ma1]). 

Remarquons que les équations écrites expriment la conservation de la 
masse et du moment : elles présentent ceci de particulier qu’elles sont 
écrites sous forme de divergence. Un tel système est un cas particulier très 
intéressant de système quasi linéaire, dit « système de lois de conserva- 
tion ». Le lecteur intéressé pourra consulter [Ma1] pour une introduction à 
cette théorie. Nous n’utiliserons pas ici cette propriété supplémentaire de 
l'exemple. 


1.2 Existence locale en temps d’une solution 


THÉORÈME 1.2. Soit un système (x) vérifiant (H). Si ue H°, seN, 
s >n/2+ 1, il existe T>0 et une solution ue L” 
([0, T]; 4°) N Lip ([0, T]; H®-') de (+). 


Si l’on compare (+) à la proposition 2.1 vue en A, on observe la 
différence fondamentale suivante: on ne peut utiliser le théorème des 
fonctions implicites (première ou deuxième preuve), tout simplement 
parce que (avec les notations du paragraphe A.2.1) la dérivée « perdue » 
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par l’action de f n'est pas « regagnée » par la résolution de l’équation 
linéarisée f}. Par contre, la troisième preuve peut s'adapter ici de la façon 
suivante : on définit une suite {u"} -p Par 


su) autt! 4+ 3S(u*) A;(u*) aju" +! + S(u*) B(u*) = 0 


ukt = So, “0> 


(+) 


et u’ = Sg, uo- 

Ici, Sọ désigne une famille d'opérateurs régularisants opérant dans les 
espaces de Sobolev H° avec les propriétés décrites au chapitre II, 
proposition A.1.6, et 8,/ + œ est une suite à choisir. En fait, (#+) signifie 
qu’à chaque étape on résout un système (hyperbolique symétrique) 
linéaire, qui ne diffère du «vrai» linéarisé sur u* que par des termes 
d'ordre 0, qui importent peu. Le remplacement de #, par So,,, “o à 
simplement pour but d’obtenir des fonctions u* de classe C®, en sorte que 
le système considéré est à coefficients C”, ce qui est toujours plus agréable 
pour résoudre. La « méthode de point fixe » consiste ici précisément à 
écrire le « schéma » (x+). 

Il reste donc à prouver l'existence et la convergence de la suite 
u*, Cette preuve utilisera les deux faits suivants (partiellement démontrés 
au chapitre Il) : 


i) On peut résoudre dans C” le problème de Cauchy pour un système 


symétrique hyperbolique L = S à, + ZÀ, j ðj, avec l’« estimation d’énergie » 


` T 
M E E u0, + | e-^] Lu(t, .)lodt, 
0 


var 
ðt 


(Voir le chapitre II, paragraphes C.1.1 et C.1.2.) 


où S =c >0, À vérifiant 2 co À > ai là g 2S 


0 


ii) On dispose des estimations « linéaires » de fonctions non linéaires 
établies au chapitre II, paragraphe A2. 

Il est commode de présenter la preuve en deux temps: contrôle de 
u* en « grande norme » et convergence en « petite norme ». 

En effet, on va prouver que u*+*! — u* est une série convergente : pour 
ce faire, la seule possibilité est de soustraire les équations (++) correspon- 
dantes, et d'utiliser l’estimation d’énergie i); cela suppose que les 
coefficients S(u*) et S(u*) A j(u*) sont bornés en norme Lipschitz : Cest 
donc une borne de 4“ dans une « grande norme » (plus forte que la norme 
Lipschitz) que nous allons d’abord établir. 
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1.3 Contrôle en « grande norme » 
Nous choisissons pour « grande norme » la norme 


Mul, = Nul, p= sup Jut D), 
te[0, T] 
(le même s que dans Pénoncé du théorème 1.2). 

Cette norme est bien adaptée à la forme des estimations d’énergie i), et 
par ailleurs ||V u ||, < C llull, car s>=n/2+1 (cf. chapitre II, proposi- 
tion A.1.4). Nous faisons l’hypothèse de récurrence suivante (pour un 
ô —0 à choisir) : 


pour 0=f <k, luf- Soul, r < 6, (Hs) 


et nous montrerons que (H) => (H,,,) si les paramètres ô, Oo et 
T sont bien choisis (car (H,) est vraie par définition de u°). 

a) Assurons-nous d’abord qu’on peut résoudre (+x): les valeurs de 
u(x, t) appartiennent à un compact K de G, car ug est borné; si 
8, et 1/8 sont assez grands, les valeurs de u* restent donc dans un compact 
fixe de G, sur lequel S(u) = co. 


b) Introduisons v**! = u**!— S% us, qui satisfait le système 
1 k 1 k 
awt! + 5A; (u) auf! = — B(u*) — XA;(u*) d;So, uo 
k 
vl = Sos, , 40 — Sop Yo - 
Pour évaluer lv*+']l, on considère le système satisfait par 


avt (]æ| =s): 
S(u*) à, agut +! + E(SA;)(u*) à, au +! = 
= — S{u*) Ə% (B(u*)) — S(u*) 8% { 54A; (u*) 8,54, uo} 
— S(u") X {03 (4; (u") ap +!) — A;(u*) 3; agv +} =F, (1.3.1) 
azott], o5 əx {So uo — So, 40} î 

Le fait ii) implique alors le lemme suivant. 

LEMME. On a l'estimation | F(t, .)|,< CO + |v" C, .)] ), où C est 
indépendante de T et de k. 


Preuve : les deux premiers termes de F sont bornés par une constante. 
Le troisième s'écrit (au facteur S(u*) borné près) : 


© f(A (u*)) ag Faut! ; 
az8.|8| >l 
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on peut évaluer la norme L? de chaque terme en appliquant la proposition 
A.2.1.2 du chapitre II aux fonctions de(4;(u*)) et autt! (8, est une 
dérivée « détachée » de 3f), pour l'indice s — 1: on trouve 


(Zlo = CARA UD PTS ES l LUS NE 


s-l 
Comme [CAR = Cte, 


[8e Ny = 1409 drul = Cte fai], 


s Cte lu}, 
< Cte, 


et |34; (u") l, <= Cte (1+ Îlull ,) = Cte d’après le chapitre IT, proposi- 
tion A.2.2. Enfin, 

C’est le caractère « linéaire » de l’estimation de F dans ce lemme qui est 
au cœur de la preuve du théorème, car il permet le contrôle de 
Il v* +111, selon le procédé d’« absorption de droite à gauche » expliqué au 
point c) suivant. 


[apt +! | = Cte |v**!|, d’où le lemme. a 


c) Pour appliquer l'inégalité d'énergie i) à (1.3.1), remarquons que 
ou" + XA; (u*-') oju* + B(u*-') = 0 et (H,) impliquent |au“|, = Cte, 


et donc |a,(S(u*)) — 1/2 div (SA (u*)) lo = Cte. 
Pour À = À, assez grand, on trouve 


4 n 
co sup e~ è [agot t! (e l= [Sum Sal, + | e“ ^F, .) |, dt 
0 
< ô, + CT sup fea + |u*+' (e, Dl} ; 


où ô; peut être choisie arbitrairement petite, indépendamment de 
k, si 0, est assez grand, car [Syus —uç| —0 lorsque 0 >+ œ. En 
additionnant les inégalités obtenues pour |æ| =s et À = àp on peut 
choisir T assez petit et 0, assez grand pour obtenir (H,,:). 


1.4 Convergence en « petite norme » 
Par soustraction, on obtient : 
S(u*) à,(u**!— ut) + Z(S4;)(u*) 8;(u**! — ut) = 
= — [S(u") — S(u* ~] auf — X[(SA;) (u) — (SA; )(u*-')] au" 


— [(SB)(u*) — (SB)(u*-')], 
ahau O Sa 
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A nouveau, l'inégalité d’énergie i) fournit un contrôle de la « petite 


norme » de u+! — u*: 


co sup e7% | (u+! — uH, Dh <= 
T 
< [So — Sa,) u| + C j (ut D(e dé: 


Comme Ay = | So, to — So, 40], = Cte 0° Oky — Ok) lol, à peu 


près nimporte quel choix de 8, (par exemple 0, = k) fera converger la 
série des æ}. Si T est assez petit, on trouve 


sup |(u*+'— u")(e, .)lg = C sup |(u*—u*- D, Dlg + ak 


avec C < 1 (C est fixe, bien entendu), ce qui implique la convergence de 
u* dans L®([0, T] ; L?) vers u. 


1.5 Régularité de la solution et conclusion 


Comme w“(r,.) est bornée dans H° et convergente dans L? vers 
u(t,.), on obtient en fait ue L”([0, T]; H°) (selon un argument 
classique : il existe une suite partielle extraite de u* faiblement convergente 
dans H° vers v e H“; la limite au sens des distributions est unique, d’où 
u=v). A cause de la convexité des normes | |, on a en fait 
| (ut — u)(t,.)| > 0 pour tout s'<s: comme s>n/2+1, on peut 
choisir s' >n/2 + 1, ce qui montre que ue C([0, T] ; C ') est solution 
(classique) de (x). 

On en déduit aussi u € Lip ([0, T] ; H°-!), en utilisant l’équation. En 
fait, on peut prouver que u€ C([0, T] ; H)NC'([0, T]; H57»). 


2 LE PROBLÈME DU PLONGEMENT ISOMÉTRIQUE 


2.1 Présentation générale 


Soient M une variété C” compacte et g une métrique riemannienne sur 
M, c’est-à-dire, dans des coordonnées locales (x,..,x,), une forme 
quadratique g = Zg;;(x) dx; dx;. On cherche, pour un certain N, une 
application injective u: M > R” telle que 


Dee (en abrégé g = 'u' u’), (2.1) 
j 

c’est-à-dire telle que g corresponde par u à la métrique induite sur 
u(M) par RY muni du produit scalaire habituel, noté «.» ou (, ). 
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Trois faits assez élémentaires permettent de réduire ce problème à un 
problème de perturbation : 


i) Quitte à augmenter NW, point n’est besoin de se préoccuper de 
l'injectivité de u (Ex. B.2.1). 

ii) L’ensemble des métriques représentables sous la forme (2.1) (pour 
un certain N), est dense dans l’ensemble des métriques C” (Ex. B.2.2). 


iii) Si u :M >R” G = 1,2) est de classe C! et u: M> R™+™ 
définie par u(x) = (ti u(x), hu2(x)), les métriques correspondantes 
vérifient g = t? g1 + 122. 


est 


Supposons alors qu’on sache résoudre (2.1) pour g voisine d’une 
certaine go : pour g quelconque, on choisit #, tel que 12 go < g, puis on écrit 
g = tlga + f) + (g — tgo — t f) ; il est possible de choisir f arbitraire- 
ment petit en sorte que g) = g — lgo — tè f soit représentable sous la 
forme (2.1) pour u =u, à cause de ii); comme, par hypothèse, 
gı = go + f est alors représentable par un certain #,, g est représentable, à 
cause de iii), par (tọ uj, u2). 

Pour simplifier, nous admettrons ici (ce n’est du reste pas difficile) qu’on 
peut toujours se ramener (en plongeant M dans un tore convenable) au cas 
où en fait M = T” = R”/Z" est le tore à n dimensions. Ceci permet de 
disposer de coordonnées globales sur M, et donne un sens clair à (2.1). 


2.2 Réduction à un problème de point fixe 


On a vu en B.2.1 comment le problème du plongement isométrique 
pour M quelconque pouvait se réduire au problème suivant: «pour 
M = 1”, et g voisine de g, (à choisir), trouver u satisfaisant (2.1) ». 

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème. 


THÉORÈME 2.2. Soit go la métrique induite par un plongement libre 
ugo. Pour tout p —2 (p N) et toute métrique g de classe C’ voisine de 
go, il existe un plongement u de classe C?’ solution du problème. 


On entend par «plongement libre» une application ug: MR" 
vérifiant : 
les vecteurs O;uo(i = 1,...,n ) 
et duo(l<i,j<n) sontindépendants. (2.2.1) 


Il est facile d’établir qu’un tel ug existe (Ex. B.2.3). Pour prouver le 
théorème, on pose u = ug + V, g = go + h, et les équations (à;u, 8 ;u) = gij 
s’écrivent : 


(io, 8;0) + (d;uo, dV) + (8P, dV) = hyj - (2.2.2) 
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On utilise alors le lemme suivant. 


LEMME. Si À — ya? désigne le laplacien sur M, on a l'identité 


(1 — A) (ðw, dv) = à,f;(v) +a,f;(v) + ry), 


où f;(v) = — (Av,a;v),r;;(v) étant un polynôme quadratique (à coeffi- 
cients constants) en les dérivées “v, |a] = 2. 


Preuve : on a: 
(1 — A)(ô;v, ðv) = 


— (ð; Av, ðv) — (ðv, 8; Av) + polynôme quadratique en à “v 
— ð; (Av, 3p) — 3; (Iw, Av) + ryj). o 


I 


Les équations (2.2.2) peuvent donc s'écrire 


dj (duo, V) + dF (V) + 8, (ðo V) + 3; F; V) — 2( duo v) = h; — Rj, 


où l’on note F;(v) = (1 —- AY! f(v), R; = (1 -— A) ! ri, et il suffit de 
résoudre le système 

(v, dju) = — F;(v) 
yh 


Dy u (2.2.3) 


(v, duo) = 5 


En désignant par M(u,) w l’unique v combinaison linéaire des ô;us, 
duo satisfaisant 


(V, duo) = wi, (V, duo) = w;; (grâce à (2.2.1), 


le système (2.2.3) s'écrit finalement sous forme de « point fixe » 
— F;(v) 
2 


v = M (w) = G (v). (2.2.4) 


Il est immédiat que G applique C’? dans lui-même, car (1 — A) t, 
opérateur pseudo-différentiel d’ordre — 2, applique C° -? dans C°’. De 
plus, si R >0 est assez petit, G est une contraction stricte sur la boule 
BR= {ve C”, lell, =R} ie. [Gv], =Clv], pour C <1 car f; et 
r; sont quadratiques en v, d’où l’existence d’une solution de (2.2.4). O 

En réalité, la réduction présentée ici n’a été que récemment découverte 
(voir [G]). Le problème du plongement isométrique a été résolu pour la 
première fois par NASH en 1956, à l’aide d’une technique d’itération, 
reprise par MOSER en 1961, connue désormais sous le nom de « méthode 
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de Nash-Moser ». Si cette technique s’est révélée finalement inutile pour 
résoudre le problème qui a nécessité son introduction, elle n’en demeure 
pas moins un outil fondamental pour l’étude des problèmes de perturba- 
tion. Nous la décrivons dans notre dernière partie, ainsi que ses applica- 
tions au problème du plongement isométrique et au problème des 
perturbations des champs de vecteurs sur le tore. 


C LE THÉORÈME DE NASH-MOSER 


1 PRÉSENTATION GÉNÉRALE 


Soit M une variété C® compacte, et soit ® une application d’un ouvert 
U de C®”(M, R”) à valeurs dans C®(M, R°). 

Rappelons tout d’abord quelques définitions de calcul différentiel. De 
façon générale, étant donné deux espaces vectoriels topologiques 
E, et E, sur R, et U un ouvert de Æ;, on dira qu’une application continue 
® : U > E, est de classe C! s’il existe une application continue, linéaire en 
la seconde variable, 


':UxE >E, 
(u, v) => D'(u).v 
telle que 


Yue E, WEE, lim £ (Du + rv) & (u)) = D'(u).v. 


t>0 


Les applications de classe C pour k = 2 sont alors définies par récurrence, 
Le. ® est C* si D' est C*-!, et Pon note, comme toujours, 


k 
BOU). (Pr a 0 = PUH a H + He) neo 

Le lecteur attentif aura remarqué que, si Pon se restreint aux cas des 
espaces normés, on n'obtient pas la notion classique d'application 
C*, mais une notion un peu plus large. Notre propos ne visant pas de telles 
distinctions, nous nous bornerons à faire observer que la notion introduite 
ici est à la fois maniable et aisément vérifiable dans tous les exemples 
classiques de fonctionnelles sur l’espace CT. 

Cette parenthèse étant fermée, revenons à notre problème : on suppose 
de classe C¥, et on se propose de résoudre l’équation 


B(u) = P(uo)+f, (+) 


où we C°(M,R?) est donnée, et f est une «petite» perturbation, 
donnée également. 
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Les situations typiques où l’on sera amené à utiliser la méthode de Nash- 
Moser sont celles où la résolution de l’équation linéarisée 


D'(u)v=9 C++) 


ne peut se faire qu'avec une grande « perte de dérivées ». Pour mesurer 
cette perte, on va considérer non pas un seul espace de Banach comme 
dans le cas des parties À et B, mais une famille décroissante 
As (0 =s < + œ ) de tels espaces, munis de normes | |, d’intersection 
NA,= CT. Les exemples les plus usuels sont 4, = C° (espaces de 
Hôlder), ou À, = H" (espaces de Sobolev), que l’on définit sur M à l’aide 
de cartes. 

Supposons qu’on dispose d’une solution v de ®'(u)v =g (notée 
v = y(u) g) vérifiant, pour un certain u fixé, une estimation de la forme 


loj = Clg], 


pour tout s (dans un intervalle fini), r étant un nombre fixe. On dit dans ce 
cas que la résolution de l’équation se fait avec « perte de r dérivées » (pour 
une famille quelconque d’espaces A, cette expression peut n’avoir aucun 
sens, mais peu importe). 

En réalité, nous verrons qu’il est possible de ne manipuler que des 
fonctions C” au cours du processus de résolution de (+) : il ne s’agit donc 
pas d’une perte dans la régularité de la fonction v, comparée à celle de g, 
mais d’une perte d'information sur cette régularité. 

Si l’on suppose au départ une information sur |#,|, dans un intervalle 
d'indice se [0,s,], lintervalle d’information sera [0,s, —r] pour 
ui, (0,5, —2r] pour u, etc... (où ug Up Ux., U, =u sont les 
approximations successives obtenues pour u) avec bientôt perte de toute 
information. 

Qui plus est, cette «perte de résolution » r se double d’une perte 
r' due au «coût» de la résolution de (+*x) en information sur les 
coefficients de l’équation, c’est-à-dire sur u. Supposons par exemple que 
v = Y(u) g satisfasse une estimation de la forme 


lels CAgl + lgl, A + lul) (xxx) 


pour tout s, avec r et r’ fixes. Comme la méthode utilisée est la « méthode 
de Newton» (légèrement modifiée), qui utilise '(#,) pour calculer 
U,,1, la Solution d’une étape devient le coefficient de la suivante, et la 
perte r' s’ajoute à r pour diminuer l'intervalle d’information. 

C'est le caractère de cette double perte en dérivées, relativement à la 
famille A, qui décide de l’applicabilité du théorème de Nash-Moser : en 
gros, il est suffisant que les pertes r et r' soient fixes et l’on dit alors que 
(+++) est une «estimation douce ». Il faut prendre garde que cette douceur 
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dépend de la famille 4, choisie : face à un problème donné, il n’est pas 
toujours possible de savoir si une telle famille existe, et si une famille est 
connue, rien ne prouve qu’une autre ne conduirait pas à des pertes 
moindres, voire à l’application d’un théorème de point fixe ordinaire. 

Nous discuterons le phénomène de la « perte de dérivées » sur deux 
exemples classiques (paragraphe C.2), tandis qu’au paragraphe C.3 on 
verra pourquoi beaucoup d’opérations non linéaires sont susceptibles 
d’estimations douces dans les espaces usuels. 

Enfin, au paragraphe C.4 on décrira le processus de résolution de (+), 
qui est un schéma de Newton combiné à une régularisation des fonctions. 


2 DEUX EXEMPLES CLASSIQUES 


2.1 Perturbation d’un champ constant sur le tore 


Sur le tore T” = R"/Z”, nous utilisons comme coordonnées locales celles 
de R”. On considère le champ constant w € R”, que nous perturbons par le 
champ f:T”—R”, supposé «petit». On veut savoir si l'équation 


différentielle = =w + f(x) des courbes intégrales du champ w +f 
équivaut à & = w, l'équation pour le champ non perturbé. 


Plus précisément, existe-t-il un difféomorphisme U : T” = T”, voisin de 
l'identité tel que U'(U7 |) © = w +f? (Nous écrirons U = id + u, avec 
u: T” =R” petit, étant entendu que u(x) sera identifié à son image dans 

n 
T” par lapplication canonique r : R” —- T” = j ; ) 

Déjà, pour n = 1, et f = Cte, c’est impossible si f # 0 : il faut imposer 

à f une condition intégrale convenable. On introduit à cet effet 


n champs p,,.…, Pa E C ®”(T", R") tels que f „Pj dx soient indépendants, 
et on pose, pour t e R”, U = id +u, y 
® (u, t) = U' (U` ') œ + St; p;. 
L’équation (+) qu’on va résoudre est alors 
(u,t) = PB(0,0)+f, 


et elle signifie que U conjugue w en w + f — Zt; p; 
On prouvera donc au paragraphe 4 le théorème suivant : 
THÉORÈME. ll existe un voisinage W de O dans C®”(T”, R") tel que, pour 


tout champ f e W, il existe t e R" près de O et un difféomorphisme de 
T” proche de l'identité qui conjugue w + f — Xt; pj à ©. 
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Décrivons ici la « perte de dérivées » pour ce problème. 
a) Calculons D'(0,0)(v, t): avec ici U =id +v, on a 
(v, t1) — (0,0) = U'(U |) w + Zt; pj- « 
=v (U!) o + 3t; p; 
= v' (w ) + Zt; p; + termes quadratiques en v , 
d'où ®'(0,0)(v, t) = œw (v) + Zt; pj, œ (v) désignant l’action du champ 
w dérivant v (v0) = Fo ) 
dX; 


b) Pour résoudre sur T” Péquation à coefficients constants œ (v) = h, 
on développe les deux membres en série de Fourier : 


h(x) = 5 h, e? ER, v(x) = D v, e?i7( kx) 7 


kez" keZ" 
L’équation devient 


VkeZ”, hę =2in (k, wY vg. 


En particulier, il est nécessaire d’avoir h, = 0 | hdx = o) ; dans le cas 


présent de léquation ®’(0, 0) (v, t) = g <> w (v) = g — Xt; p; =h, cette 


condition s’écrit [. g dx = X t; 3 p; dx, et est satisfaite par un unique 
choix des {;. Les 1; étant ainsi choisis, on suppose dorénavant 

VkeZ", k#0 = (k,w) #0. (2.1.1) 
Sous cette hypothèse, il existe un choix unique de v, donné par 


hy 


1 
vo = 0, Mir ha) (k Æ0). 


Néanmoins, malgré (2.1.1), les nombres (k, w} peuvent être très 
petits : on les appelle des « petits diviseurs ». 


c) Discutons l’hypothèse (2.1.1). Il est classique (Ex. C.2.1) qu’elle 


ris X y i x 
équivale à la densité, sur T”, de chaque courbe solution de u w. 


Par ailleurs, en vue d’obtenir un contrôle raisonnable des v,, on désire 
renforcer (2.1.1) en 


Jr >0, Yke Z”, k #0, KE (2.1.1) 


C’est l’objet du lemme suivant. 
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LEMME. SiT —n— 1, pour presque tout w e R”, il existe C = C,, telle 
que (2.1.1°) soit vérifiée. 


Preuve : soit B une boule fixe, et Bk = 
{w €B, | (k, o| =< e£|k|77}. Comme mes (B,,)=Ctes|k|-""!, 
mes (Br) = Cte eX |k|777' = Cte, et donc 


k0 


mes (NUR.) = 0. 


e>0 k#0 


d) Estimons alors v : on peut écrire 


v=h, xE, 
où 
h= Y |k he S, 
k#0 
et 
EG) = F einen TE A 
k#0 š 


Si E est intégrable, on a, en normes höldériennes, par un calcul direct sur 
hE, Ielas Cle], et d'autre part ikl, = Cial car 


a+s 


PAR l 
h,= h (voir Ex. A.2). 
2m 


Enfin, le lemme suivant (Ex. C.2.2) indique pour quelles valeurs de 
s la fonction E est intégrable : 


LEMME. Si w vérifie (2.1.1), et sis >7T=-n-—1, alors 


1 
Litai 


Li 


et E est continue. 


En résumé, on a obtenu l'estimation suivante : si s > 7, pour tout g, il 
existe une solution (v,t) de l'équation linéarisée de (+) en O0, 
'(0,0)(v, 1) = g satisfaisant 


lela + Il <Clgle,,- (2.1.2) 


Dans cet exemple, on voit que la «perte de résolution » peut être 
extrêmement grande, et dépend du choix de w, à travers les valeurs des 
« petits diviseurs » (k, œ }. 


160 Théorèmes de fonctions implicites 


2.2 L’exemple du plongement isométrique traité par la technique de 
Nash-Moser 


Malgré la solution « simple » du problème discuté au paragraphe B.2, il 
nous a paru instructif d'indiquer ici la méthode originale de Nash. 
L’équation à résoudre est, d’après B.2, 


pu) = b(w)+f, (=) 


où (u) = 'u'u', ug étant un plongement libre. 
La différentielle de ¢ en u est 


p'(u)v = lv! + y'u. 


Pour résoudre l’équation ġ'(u)v = g (où g est symétrique), on impose 


PLA 


l'équation supplémentaire ‘4’ v = 0, qui par dérivation donne ‘u"v + 


tu! v' = 0 ; il suffit donc de choisir v satisfaisant ‘u' v = 0 et fu" v = — $ : si 


u est proche de up, ces équations forment un système linéaire de rang 
maximal, dont la solution est unique si l’on choisit v dans l’espace 
engendré par les vecteurs (indépendants) ä;u, du. 

La solution de D'(u) v =g est alors de la forme v = M(u)g, où 
M(u) est une matrice dont les coefficients sont des opérateurs du second 
ordre appliqués à u. 

Ici, la «perte de dérivées » r’ = 2 provient de la présence de données 
dans les coefficients de l’équation linéarisée; d’après la proposition 
A.2.1.1 du chapitre IL, on a l'estimation 


lels = Cal, + iglo 14h, 2) (2.2.1) 


3 ESTIMATIONS DOUCES 
Nous introduisons tout d’abord le concept d'application douce. 


3.1 Applications douces 


Rappelons qu’un voisinage de uọEe C°(M) est un voisinage dans 
C", pour un certain x ; on l’appellera aussi u-voisinage de ug. 


DÉFINITION. Soit u> ® (u) une application continue d’un ouvert 
U de C®”(M, R?) dans C®”(M, R1). On dira que & est douce si, pour 
chaque #9 € U, il existe un voisinage V de uọ des nombres b=0 et 
r æ 0, et des constantes C, tels que 

Vue V, Ys=b, |(u)| =<C,;( +11 


sar) H 
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On notera que l'estimation n’a pas lieu dans tout U, mais dans 
V, les nombres C, b et r pouvant dépendre de u, et V. 

Pour simplifier, la définition n’a été donnée que pour des applications 
sur C°(M) ; elle s’étend de façon évidente à des espaces plus généraux du 
même type [H8], [H9]. Nous laissons en exercices (Ex. C.3.1 et C.3.2) les 
deux propriétés suivantes. 


PROPRIÉTÉ 3.1.1. La composée de deux applications douces est douce. 
PROPRIÉTÉ 3.1.2. Si ® est linéaire et douce, il existe C„b et 
r tels que 


VueC®,s2=b, |dD(u)| <C,|u| 


s+r” 


Le point crucial dans la définition d’une application douce est qu’on 
exige une estimation linéaire en norme |w|.,,, bien qu’en général 
® soit «non linéaire». De plus, cette estimation a lieu pour tout 
5, sous la seule condition ue V, qui ne met en jeu qu’un nombre fini de 


dérivées de u. 


Exemple. Soit F une fonction C® de ses arguments, et posons 
Du) = F(x, u, u ®),..), où u(®) = ou, [al =m, 


u étant une fonction réelle C” sur M. 

L'application ® est douce, car pour tout uo, dans une C”-boule autour 
de #, on a, d’après le chapitre II, proposition A.2.2, l'estimation 
(s=0)|P(u)| = C,;(1+ [u|,,,) (en normes C% et en normes H’). 

Nous allons voir qu’en fait beaucoup d’applications non linéaires 
naturelles sont douces. 


3.2 Quelques applications douces naturelles 


Nous avons déjà vu (chapitre II, propositions A.2.1.1 et A.2.2) que le 
produit ww et la composition F(u)(F € C®) sont doux pour les deux 
familles des espaces de Hölder et de Sobolev. 

Deux autres cas sont utiles dans la pratique (voir la remarque A.1.5 du 
chapitre II sur les espaces de Hölder d’indice entier). 


PROPOSITION 3.2.1. Si a =l et u,veC°, alorsuoveC"et 


luova =C (lula MoN? + els Iela + leo): 62D 


Preuve: ona: 


luovia = lzlo+ Iov) v| 


a-l 


=C (lulo + h ovla i W lo + ie ev to lelai) 
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d’après l’inégalité pour le produit de deux fonctions. Le dernier terme est 
borné par |u], Jol,- Si a <2, jx ovla _,<C{uk, lelg, d’où la 
proposition dans ce cas. Si æ = 2, en supposant (3.2.1) déjà prouvée pour 
a — 1, on trouve 


lw ovla i Ie los 
sC(fw hai HERE + Wehi Welai Heli + te io keli). 


et il reste à majorer le terme central. Or, par convexité (chapitre II, 
paragraphe A.1.5) 


lula Wela -i Pl = 
a2 1 E E 
sC (pape ppg ) (ler iE Jiet 
a —2 Le 
< Cal, WONDE Cafe PAT à 
comme a*b!-}<C(a+b}), on obtient (3.2.1). o 


PROPOSITION 3.2.2 Soient B, et B, des compacts convexes de R", et 
u: Bı > B, f : B, > R” tels que f(u(x)) = x pour x € B,. Pour a = 1, on 
a 


hela < CIF ila > (3.2.2) 
où C ne dépend que de a et dune borne de |u|,, |f||.. 


Preuve : ona f'(u(x)) u' (x) = id, donc u’ = (f' ouy! : comme l’appli- 
cation A > 47! (A matrice inversible) est C”, on a 


lela = Welo + leha- SCA + Peut, DESC oula- 
car de toutes façons ||f' ||, = Cte >=0. De plus, en appliquant les défini- 
tions, 

Moula SCA + IF aa Mels C si e-1s1, 
d’où (3.2.2) dans ce cas. Si æ >2, la proposition 3.2.1 donne 


fout 5 CAF lai Wel? + ME Welai + IAD. 


et le terme du milieu s'estime par récurrence par || f||, Iila: le même 


calcul « par convexité » qu’à la proposition 3.2.1 donne alors estimation. 
0O 
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3.3 Solutions d’équations différentielles 


La solution d’un système d’équations différentielles, considérée comme 
une fonction des données et des coefficients, se trouve être une application 
douce. 

Nous illustrons ce fait remarquable (dénoncé volontairement vague) 
par deux exemples élémentaires et précis. 


3.3.1 Un calcul explicite 


PROPOSITION 3.3.1 Soit CX, l’espace des fonctions C® 2 7-périodiques. 
27 


Supposons f € Cp, € = f f dx #0, et considérons l'équation différen- 

0 
tielle y' + fy =k, où ke C. Il existe une unique solution y e C5, de 
cette équation, et l'application (f,k)r7y est douce (en munissant 
C7, des normes C*, s = 0). 


t 
Preuve : on calcule tout ; si F(t) = f f(x)dx, on pose y = e`ă z, et 
0 


l'équation devient z' = keř, d’où la solution générale y = C e`” 


P $ 
ef f eF@9 k(x) dx. La condition y(0) = y(2 7 ) s'écrit 
0 


+ 


27 2x 
cocote] Ed. does | bas. 
0 e° — 1 Jo 


La formule explicite obtenue pour y avec ce choix de C définit en fait une 


27 
application $ de l’ouvert U<CT([0,27]) où f fdx+#0 dans 
0 


C°®([0,2 7 ]), qui est douce en tant que composée d’applications douces : 
f =F, Fee etc... d’après la proposition 3.1.1. La restriction 
See. qui applique C5, dans lui-même, est donc douce également. 


3.3.2 Une estimation a priori 


Contrairement à l'exemple précédent où l’on «constatait» sur une 
formule explicite la douceur de la solution, on va obtenir ici une estimation 
directement à partir de l'équation elle-même. Ce procédé est très 
important, car il s’étend à de larges classes d'équations aux dérivées 
partielles : systèmes elliptiques sur une variété compacte, problèmes « aux 
limites » de toutes sortes, etc... 


PROPOSITION 3.3.2 Soit A(t) une matrice (nxn) C® sur [a,b]. On 
considère le système Y' + AY = k, où Y est à valeurs dans C” et vérifie la 
condition initiale Y(a) = Yo. Pour tout neN, on a l'estimation 
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IX, < COX, + klo + [YDA + H41, G32 


où C ne dépend que de |A||;. 


Preuve : 


a) Montrons d’abord l'inégalité | Yll = C(|k|, + | Yol). A cet effet, 


on introduit un « poids » e-}!, comme au chapitre II, section C, et l’on 


pose | Y| = |e-* YII y L'équation s'écrit : 


Y(t) = Yo+ f [k(s) — A(s) Y(s)]ds, 


d’où 
Le Y(r)] = 


t f 
ce" r] rena | |k(s)| ds+ema f eò] A(s)| e7™ | Y(s)| ds 


a 
soit 


F eg à 
IYI < Call + Ca likla + Ale IYI sup; (m f ed) | 


a 


Comme ce «sup» est majoré par 1/À, le choix À = 2] 4{|, conduit à 
l'estimation voulue, et à (3.3.2) pour n = 0 en utilisant l’équation. 


b) On suppose (3.3.2) prouvée pour n — 1: l’équation donne 
Xl = Yo + AY, = NA, 
+ CAO YA, + Yl À + 141, < lkl, 
+C {lkl + Aklo + YDA + lAn} 
+C {Aklo + [DA + A1}; m 


n+1 


d’où (3.3.2) pour n. 


3.4 Retour sur les exemples classiques 


a) Dans le cas de l’exemple du paragraphe C.2.1, on a seulement 
calculé Ø’ (0, 0). Indiquons comment trouver ®'(u, s )(v, t): considérons 
la courbe Up =id+u+8v qui a pour tangente v au point id +u 


correspondant à 0 —0; il faut calculer Ti {D(u+0v,s+8t)} en 


0 = 0, avec 


D(u+0v,s+01) =U, (Uz) w +F (s; +01)p;. 
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Posons U, = Upo Ty. Alors T) = id, et v = Ùp = U6 To, le « . » indiquant 
la différentiation en 8. Comme U}(UT') w = Ugs œ = Up: Tys w, ona 


Ùp & = Ups Tps w Š 
et d’autre part, en prenant la dérivée en 8 = 0 de l'identité 


(Taso )(Ta(x)) = Tax). w, 
on obtient 
Los w (x) = (x). ©, 


puisque w est constant. Finalement 

B'(u,s)(0, t) = Uo Ty w + 5t; p; avec Tjo =w (To) = w(UG lv). 

On en déduit la résolution de l’équation ®'(u, s )(v, t) = g et l'estimation 
lola + 141 < Calg llya + iglo lels 4 1) > (3.4.1) 


où le nombre s est le même qu’au paragraphe C.2.1. 

On constate que là encore, l’estimation de la solution (v, ż) en terme de 
la donnée g et des « coefficients » (u, s), est douce. 

Compte tenu de cette estimation, le théorème énoncé au paragraphe 
C.2 est une conséquence du théorème de Nash-Moser énoncé ci-après. 

b) De même, la résolution de l’équation linéarisée æ'(u)v =g du 
problème du plongement isométrique (cf. paragraphe C.2.2) conduit à une 
solution v dépendant de la donnée g et des «coefficients» u selon 
l'estimation douce (linéaire en g): si u est dans un C? voisinage de 
ugo pour tout s = 0, 


lels = Cgil + Iglo 11,2) - 


3.5 Conclusion 


L'hypothèse principale du théorème de Nash-Moser est précisément le 
fait que ® et y sont douces : c’est là une hypothèse raisonnable, comme le 
montrent les énoncés généraux des paragraphes C.3.1 à C.3.3, ainsi que 
l’étude de l’exemple « historique », réalisée aux paragraphes C.2 et C.3.4. 


4 LE THÉORÈME DE NASH-MOSER 


Nous nous plaçons ici dans l’espace C°(M), M variété compacte, la 
famille d’espaces considérée étant celle des espaces de Hôlder, munis des 
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normes || ||. Soit uo € C (M, R’), et soit ® définie dans un y-voisinage 
de ug dans C®(M, R?) (pour un certain x) à valeur dans C°(M, R1). On 
fait les deux hypothèses suivantes : 


(X): ® est de classe C? (au sens faible expliqué en C.1) dans un pw- 
voisinage de ug, et satisfait à l’estimation douce 


D"), 02), < CE {al Wel, O + lelai) + 
+ ll, Wala ge + Meala lol} 


pour certains nombres a, b c = 0, et tout æ =Q. 


(3) : Pour u dans pw'-voisinage de # dans C°(M, R?), il existe une 
application linéaire y(u): C®°(M,R1)—> C®”(M, R?) tele que 
D'(u) y(u) = id, satisfaisant à l'estimation douce 


Ib) gl, =C {lIla a + gla O + helaa} 


pour des nombres À, d=0 et tout «æ >Q. 
Remarquons qu’a priori ® et # ne sont définies que sur des fonctions 
C”. Nous pouvons maintenant énoncer le théorème de Nash-Moser. 


THÉORÈME. Soit ® satisfaisant (Iı) et (JC), et soit æ tel que 
aspa >n’, azd, a-+a+c, a »>a+ 1/2 sup (À +b,2a), 
a EN. Alors 

i) I existe un (æ + À )-voisinage W de l'origine tel que pour fe W, 
l'équation 

Bu) = B(uo) + f (x) 
possède une solution u = u(f)e C°. De plus, 


lug) -uol g = CIF laga 


i) S'il existe a' > æ non entier tel que fe WNC* +}, alors la solution 
construite u(f) appartient à C®*, avec l'estimation correspondante. En 
particulier, si fe W N C”, alors u(f)e C”. 

Ici, l'équation (+) signifie qu’il existe une suite u; e C © (M) telle que, 


pour tout #0, u;—>u dans C°-*, et ®(u;) — B(uy)+f dans 
Catà-e 


4.1 Schéma de résolution 


Comme nous l’avons dit au paragraphe C.1, ce schéma est un schéma de 
Newton combiné à une régularisation des fonctions considérées. 


a) Un «pur » schéma de Newton signifierait ici la chose suivante. 
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Supposons définis to, …, # , et cherchons à définir #,,;, par u,,, = 
U, + Au,. Pour k =n, écrivons, avec Au, = uy,;—u%, 


Puxs1) = D (up) + D'(ux) Aux + Ek, 


ce qui définit l’« erreur quadratique » £, (à ce point, seuls £o, ..., € , _; Sont 
en fait connus). 

Nous allons choisir Au, satisfaisant à D'(u,) Au, = Yn, Y, étant à 
déterminer en sorte que €, mesure l'écart entre (4, ,,) et le but cherché 
$ (u) + f. 

En sommant les équations ci-dessus, on obtient (avec 
vx = $' (u) Au) : 


$ (un41) = $ (uo) + D Yk + 3 Ek; 
0 0 
y, sera donc défini par 


DrtE, =$f (4.1) 
0 
n-1 
où E, = > e, est l’« erreur accumulée », en sorte que 
0 


$ (uny) = (uo) +f + En et Yn =f + $ (uo) — $ (u,). 


Puisqu’on s'attend à trouver £, — 0, cette équation donne formellement 
(x). 

b) On a vu qu’un tel schéma est impraticable, car «l'intervalle 
d’information » sur Au, se rétrécit comme une peau de chagrin, avec les 
conséquences que l’on sait. 

On introduit alors les opérateurs d’approximation S, qui ont été définis 
et étudiés au chapitre II, paragraphe A.1.6, et qui jouissent des propriétés 
suivantes (0 = 1, œ et B dans un intervalle borné) : 

D Sul, =C lule 8 <a 

ii) || So ulla <C0f-“jul| p 8 >a 

äi) |u- Soulg =C80f- “Auf, B =e 


: d 
iv) EEL 


=< C0f-*-'||u]|, pour tout 8. 
B 


On choisit une suite 0, = (84/+n}) (e =0, 8 = 1 à choisir), et l’on 
décompose la « perturbation » f en 


S = Sof + X A fx, 


k>=0 


; 1 
Ak = 0ko fk = j S = Sa A) - 
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Remarquons que si l’on avait choisi 0, = C2”, on aurait obtenu 
l’habituelle décomposition de Littlewood-Paley de f (voir chapitre II, 
paragraphe A.1). Le choix d’un pas 4, plus petit permet, comme on le 
verra (paragraphe C.4.3 b)), une discussion plus fine ; mais la propriété 
fondamentale du bloc f ą demeure, à savoir, pour tout s, 


«|, = <Coÿ--!|ff,. (42) 


s 


1 fi d 
— — S, f d0 
A [ do S 


Maintenant, au lieu de chercher, comme en a), à atteindre du premier 
coup u; le but ®(uọ)+ f, on procède par petites étapes, visant 
D (uo) + So f seulement avec u, puis ® (uo) + S,, f avec u, etc... A 
chaque étape, et c’est là l’innovation fondamentale, au lieu de résoudre 
D'(u,) Au, = *, on résout ®'(V,) Au, = *, OÙ 0, = So, u,. 

Le schéma est donc le suivant: à nouveau, supposons définis 
Ug, Uj., U „p et cherchons à définir u,,, par u,,1 = Un + Au, 
Au, = P (V,a) y, (Cest la solution dont on dispose pour ®'(v,)), y, à 
déterminer. On pose de même, pour k sn- 1, 


Up — Up = Aug = Y (V) Yk- 
Comme en a), on écrit pour k =n, 
D (uk 1) — B (uk) = Yk+ Eks 
où, cette fois, 
Ek = Ek + ER 


Ek {D'(ux) -= B'(v;)} AU 
Ex = P (uk) — B (ugr) — P'(uy) Aus. 


il 


L'erreur eg est l’« erreur quadratique » habituelle du schéma de Newton, 
tandis que s; est une nouvelle « erreur de substitution » que nous avons 
introduite en remplaçant u, par v, dans ®'. 

n-1 


En posant ici encore E, = X ex, On détermine y, par récurrence selon 
0 
la formule 


$ Yrkt So, En = So, f - (4.1) 
0 


Terminons ce paragraphe par une dernière mise en place des notations : 
pour éviter de faire apparaître systématiquement le pas 4, dans les 
estimations des quantités introduites ci-dessus, on préfère poser, pour tout 
n, 


f "n 


D d LA 
Au, = An Uns Yn = À, Ins En = À} En En = 4, Ens En 4, En > 
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de sorte que 


Q 
Il 


= (d'u) D'(v,)} &, 
e! = i {Ð (un) = B (up) — D'un) An Ùn} - 


4.2 Structure de la récurrence 


Il ne reste plus maintenant qu’à prouver l’existence et la convergence de 
la suite u„, sous hypothèse que || f|| g eSt assez petit (B =a +å). 

Nous faisons, pour un 8 > 0 et un nombre & > a assez grand fixés plus 
loin, l’hypothèse de récurrence suivante : 


(H,) Pour Osk sn et se [0, &] (l’«intervalle d’information »), 
Auf, = 80747. 


Nous supposerons donc (H,), et nous prouverons au paragraphe C.4.3 
que (H,) = (H,,1), si les paramètres ont été bien choisis. 

Enfin, (Ho) sera traitée à part. Faisons quelques remarques préliminai- 
res. 


a) Si (H,) est vraie pour tout n, la suite #, converge dans C* 7° (pour 
tout € = 0) vers une fonction ue C * en vertu du fait suivant : 


LEMME 4.2.1. Soit (ue)a >o, une famille de fonctions C® telle que 
luel, = 40%", =1,2, avec b <0 <b, a <a. 
J 


Définissons v par vb; + (1 — v})b, = 0, et a = va, + (1 - v)a;: 
1 + @ k 
siagNu= | us d0 E C? et uk, <CM. 
2o 
Le point de ce lemme est que Pintégrale qui définit u converge 
normalement dans C” pour a' <a, a étant précisément lindice pour 
lequel |u,|| = CM0-'. (La preuve est donnée à l’Ex. C.4.1.) 
+0 
b) Expliquons la signification de (H„): on aura u = ug + D A ú ,en 
k=0 
sorte que l’on construit # par le procédé inverse de celui utilisé pour 
décomposer f. L’estimation (H,) demandée n’est rien d’autre que 
l'estimation (4.2) qu’on est «en droit » d'attendre d’un bloc de u. Bien 
entendu, sauf cas très particulier, les ù; ne seront pas les « blocs standard » 
de u, mais ils joueront le même rôle (par exemple, dans le cas de la 
décomposition de Littlewood-Paley, un « bloc standard » a son spectre 
dans une couronne, ce qui implique (4.2), mais non l’inverse). 
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c) Montrons que sa >p, a æmp', 0< =g g assez petit et 
0, assez grand, (H,) implique que u,,, et v,,, (et l'intervalle qui les 
joint) sont dans une boule fixe assez petite autour de ugo, où l’on peut 
utiliser (X,) et (JC). Cela résulte du lemme suivant. 


LEMME 4.2.2. (H,) implique (en notant x, = sup (x, 0)) 
i an+ E uo|, <Cè 
ii) | So, (ni — uo) l = cso "x, a dans un interyalle fini. 


a-a ~ 
nanai -u| <C68,;f,0<a< œ 


ii) {Gr — uo) — So 
iv) |n: -vail CORS à 


v) lenll cott», a dans un intervalle fini. 


n 
Preuve: soit U = up, — uo = X A ú;: le lemme implique que 
j=0 
AU, < C8, d’où i), et iii) lorsque a = æ. 
D'autre part, pour a = &, 


IUI,<8 F 4,8/-*-'<C86,;f, 
j=0 
d’où iii). 
On écrit 
Unyi — ns = Uo + U — So, (uo + U) = uo — Sy, Yo + U- So, UG 
ce qui montre que iii) implique iv) ; finalement i) implique ii), et 
ati = So, Co + U), 


d’où v). o 
Puisque a > y et a = y’, i) montre que u, 1 est dans l'intersection des 
h et u'-voisinages requis par (3€) et (Æ;) si ô = ôg; par ailleurs, 


V1 — Uo = Sy (uns1 — uo) + So, Uo — uo 


n+l 


et ii) montre qu'il en est de même pour v,,, si de plus 4, est assez grand. 
Remarquons que la condition æ ¢ N du théorème intervient ici seule- 
ment pour obtenir le lemme 4.2.1. 


4.3 Preuve de l’hypothèse de récurrence 


Nous étant assuré au paragraphe précédent que les fonctions w,,, et 
v,,1 restent dans un voisinage fixe de ugo, en sorte que l’on peut définir 
ün,1 et utiliser (%,) et (X;), nous montrons maintenant (H,,,), en 


supposant (H,„). 
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C’est un travail fastidieux qui consiste à évaluer d’abord les erreurs 
em Ent Puis g,,1, enfin #,,,: ce faisant, il faut faire très attention aux 
«intervalles d’information » des estimations obtenues. 


a) Estimation de e;. 


LEMME. Pour Osk =n, se [0, & — sup (b,c)], on a 


leil, <Cé860-", (4.3.1) 


où L(s) = sup (s+a+tc-2a,(s+b-a), +2a—-2@). 


Preuve : on a 
I 

ex = {P'(ux) — P'(v)} ùk = f P" (Vp + Eux — Vg)) (úk Ux — Vk) dt, 
0 


d’où, grâce à (X), 


lekl, = Clé, lte- vel, C + supilve + tlu — 04) .,) 
+ C häxa lik = Palley s + Ciel, lex vel, 
<C60f"-! 
avec L(s) = sup (s+a+c—-2a, (s+b-a), +2a-2a). m) 


b) Estimation de e. On a: 
ex = = Ak f (1 = t) D" (ur +t Ák úg) (üks üx) dt, 


avec pour lintégrale une estimation de la même forme que pour 
ex, sur le même intervalle ; il est clair alors qu’un choix convenable de 
e >0 rend e/ négligeable par rapport à ej, car A4, - 60}. D'erreur 
e, est donc estimée par (4.3.1). 


c) Estimation de g,,,. Rappelons que : 


In+1 Sr [f - (Èn)n — So. €n} > 


n+l 


` ; ; 1 b 
où, pour toute fonction w, le bloc w, = À (So, — Se,) w est estimé, pour 
n 


tout indice s, par l’inégalité (4.2). En particulier ici 


lAl, = 


Coi F ‘fl, (B=a+a), 


et 


< Co T'EN, 
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on choisit r le plus grand possible, c’est-à-dire r = & — sup (b,c), et 
& assez grand pour que la série X4, 040 -! diverge (i.e. L(r) > 0) et que 
L ait pour pente 1 à droite de r. On a alors ||£, ||, = C80 40 et 


CANETA CHoPnsE, (4.3.2) 


car L(r)<L(s)+r-—-s si ssr (parce que |L'|<1), tandis que 
L(r)=L(s)+r-s si szær par choix de &. De même 
So, en, < C80 £6)-1 pour tout s. C’est précisément en vue d'obtenir 
des estimations de g,,, sur un «intervalle d'indice » quelconque (borné) 
qu’on a substitué, dans (4.1), Sy, f à f et Sọ, En à E, (d’où (4.1). On 


trouve finalement 
gril, < CAB + 678 INe) 


s dans un intervalle borné. 
d) Estimation de ú 
pour s € [0, &], 


n+1. Par définition, #,,1 = Wnt) 9,41, d’où, 


CANRCAICETRNES Mns, O + Monsta} 
soit 
lasi, = C8 + CIF osz! 4 


= a (s+d- a), 
+ C(S0}{) 14 PAF (Car 1) CAE $ 


On remarque que la substitution de v,,, à w,,, permet d'éviter le 
rétrécissement de l’intervalle d’information dû au «coût en information 
sur les coefficients » de la résolution de ®'. 

On obtiendra (H,,,) (il n’y a pas de constante devant ô dans 
(H„,1)!) pourvu que, pour se [0, &], 

i) L(s+A)=<s-— «, 

ii) || g/8 soit petit, 

ii) L(A)+(s+d-ax), <s- a 

iv) (s+d—-a), -a<s-a 

v) Oo soit assez grand. 

Analysons ces conditions : pour satisfaire iv), on doit nécessairement 
prendre a =d, ce qui est suffisant ; iii) équivaut alors à L(A})<- æ, 
tandis que i) est impliqué par L(A) < — a. Finalement, L(A) = — æ 
signifie 

À+tatc-2a<-aæaæa—À+a+c 


(A +b-a), +2a-2a<-aæa-a+l/2sup (À +b,2a). 
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Le point crucial est le suivant : le caractère quadratique des erreurs se 
reflète dans l'estimation (4.3.1) par la présence du terme en « — 2 «a » dans 
L(s), tandis que le caractère doux des estimations implique |L'| < 1; 
c’est précisément ce terme « — 2 æ » qui permet de choisir æ (assez grand) 
pour « boucler » la récurrence. 

Dorénavant, 4, est fixé en tenant compte de v). 


l 
— So S> 


e) Comment obtenir (Ho). Comme go = r 
0 


. 1 
Mr D (So, 40) Sof » 


Tone 
ol, =Z {Sa /1 


À + IAA (+ Se, voll, ,)} ; 


S+2 


0, étant déjà fixé, on obtient (Ho) simplement en choisissant f/6 assez 
petit dans n’importe quelle norme. Compte tenu de la condition ii) de d), 
on prend |f|| gl assez petit, et l’assertion i) du théorème est prouvée. 


o 


4.4 Régularité additionnelle de la solution construite 


Prouvons maintenant l’assertion ii) du théorème. Supposons 
feWnNC*+} pour un a' >a, et choisissons & >a'. Nous allons 
utiliser les estimations (H,), vraies pour tout n, pour obtenir 


Vse [0, &], linl], = Cte 85777. (H) 


Le lemme 4.2.1 permettra alors d’achever la démonstration comme 
précédemment. 

Remarquons que, dans l'estimation de #,,, déduite de (H,) (voir 
paragraphe C.4.3 d)), l'exposant de 8, ,, dans les termes où n’apparaît pas 
If est strictement inférieur à s — æ — 1. D'autre part, la présence de 

[fl dans cette inégalité provient d’une estimation de f, (voir paragra- 
phe C.3.4 c)); nous pouvons donc remplacer {|/f|, 0% er! par 
IEEE „2p! pour tout e —0. Nous avons donc prouvé, pour tout 
n, pour tout se [0, &], 


ds 11, = Cte ( FA UNE Au + Ile gza ijy 


avec y >0 et B'—=a'+2. En particulier (ignorant le cas trivial 
n = 0) 


Yn, żal], = Cte GNT, 
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avec p = min (a + y, æ'}). Avec ces nouvelles estimations à la place des 
(H,), nous pouvons reprendre la même démonstration, en remarquant 
que le gain y ne dépend que d’une borne inférieure de a, donc est 
également valable pour tout p = a. On obtient ainsi, après k itérations, 


Yn, Vse [0,4], à, <Cte8, °°", 


avec p; = min (æ + ky, a'), 
Pour k assez grand, on obtient p, = æ', ce qui donne les estimations 
(A,) souhaitées. o 


4.5 Conclusion et remarques 


On peut résumer heuristiquement l’idée de la preuve de la façon 
suivante : en ne laissant apparaître dans le schéma de Newton que des 
régularisations des solutions, on évite le rétrécissement de lľintervalle 
d’information au prix de moins bonnes estimations ; mais comme ces 
estimations douces sont « linéaires en les grandes normes », le caractère 
quadratique des erreurs du schéma de Newton compense cette perte. 

On n’a écrit la preuve que dans le cas de C°(M}), en prenant pour 
famille d’espaces les espaces de Hôlder. La raison en est qu’il est agréable 
de disposer du lemme 4.2.1, qui donne les estimations «propres » du 
lemme 4.2.2. 

Bien entendu, la procédure décrite s’adapte sans problème à des 
quantités d’autres situations, et à d’autres familles d'espaces : on devra 
prendre garde cependant au fait qu’alors le lemme 4.2.1 n’est plus vrai, 
d’où il résulte une petite perte de £ > 0 (arbitraire) dans les estimations du 
lemme 4.2.2. (Une approche plus sophistiquée consiste à « corriger » la 
famille d'espaces utilisée ; cf. [H7].) 


COMMENTAIRES SUR LE CHAPITRE IHI 


Ce chapitre vise à donner au lecteur les moyens pratiques de détecter le 
«symptôme de Nash-Moser » dans un cas pathologique donné. 

Il contient de nombreux exemples répartis en trois classes. Dans la 
partie À, on étudie des situations « elliptiques », c’est-à-dire des cas où la 
résolution de l'équation linéarisée permet de «regagner» toutes les 
dérivées perdues. Ces cas se traitent à l’aide du théorème usuel des 
fonctions implicites ; certains exemples sont dus à HAMILTON [Ha]. 

Dans la partie B, on discute des situations ne relevant pas du théorème 
des fonctions implicites, mais dans lesquelles la « perte de dérivées » n’est 
pas sévère et autorise la mise en place d’un schéma de point fixe. Le cas 
des systèmes hyperboliques quasi linéaires de la mécanique des fluides 
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nous à paru typique et non académique ; la présentation donnée ici 
s’inspire de MAJDA [Mal]. Le traitement du problème du plongement 
isométrique par une méthode de point fixe est une contribution récente 
due à GÜNTHER [G]. 

Enfin, le paragraphe C est consacré au théorème de Nash-Moser, qui 
autorise des pertes arbitraires mais fixes. Là encore, notre dette à l’égard 
de HÜRMANDER est grande, puisque c’est à son cours à Stanford (1977, 
non publié) et à son article [H6] que nous devons le paragraphe 4.4. Nous 
nous sommes efforcés de montrer comment le schéma qu’il propose 
s'obtient naturellement en modifiant un peu le schéma de Newton 
standard. 

Bien entendu, il existe de nombreuses autres présentations du théorème 
que nous n'avons pas voulu discuter ici ; le lecteur pourra consulter par 
exemple MOSER [Mo], et trouvera dans HAMILTON [Ha] une discussion 
détaillée des «applications douces », «espaces doux» etc, avec de 
nombreux exemples et références. 

Ce chapitre est en un sens l’aboutissement des deux précédents, dans 
lesquels les concepts fondamentaux utilisés (estimations douces, inégalités 
d'énergie, etc...) ont été présentés à loisir. Il souligne également le fait que 
le cœur d’un problème non linéaire de type «perturbation» est la 
résolution (avec un contrôle doux) d’un problème linéaire, qui est souvent 
de nature pseudo-différentielle. On trouvera dans MAJDA [Ma2] une autre 
illustration remarquable de ce fait, hélas trop savante pour être présentée 
ici). 


EXERCICES SUR LE CHAPITRE UI 


A.1 Soit D le disque unité dans C, et soit W(D ) l’espace des fonctions 
holomorphes f sur D satisfaisant à 


ao 
Piar i a S 


n=0 
a) Montrer que, si f € W(D), et si g est holomorphe près des valeurs 
prises par f sur D, alors g o f e W(D). (On remarquera que |jA || wp) © 


C sup (|A(z)| + |»"(z)|), et que W(D) est une algèbre ; puis on écrira 
xe D 


(0 
f=fi+fn ave fa) = ÿ O2, 
n>N 
2 gfi) E F 
N étant choisi assez grand pour que la série X S S f3 soit bien définie 


n=0 


et converge dans W(D).) 
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b) Soit f une fonction holomorphe au voisinage de 0 dans C, telle que 
f(0) = 0, f’(0) = À, avec |A | € ]0, 1[. Montrer que, pour tout æ e C*, 
il existe une fonction holomorphe œ près de O telle que (0) = 0, 
æ'(0) = æ, et, pour tout z dans un voisinage de 0, 


J(p(2)) = p(az). 


(On notera B = {y e W(D), # (0) = #'(0) = 0}, et on étudiera l’appli- 
cation F, à valeurs dans B, définie par 


F(e, # )(z) = 1 f(eaz+ ep(z)) — az — (Az) 


pour & € ]— £p ol, # dans un voisinage de 0 dans B). 
c) Montrer l’analogue de b) avec |A | — 1. 


A.2 Soit B la boule unité de R”. On se propose de construire un 
opérateur borné Á: C°-?(B) + C°(B) tel que A4ọ = id. (p 2, non 
entier.) | 

a) Construction d’une solution élémentaire de À. 

Montrer que, si n>3, la formule É(£) = — AL définit E e S'(R") 
telle que AE = 6. 

Si n = 2 et ze C tel que Rez <2, on pose 
Le 
lEI 
ce qui définit une fonction holomorphe à valeurs dans S’(R?). 

Montrer que cette fonction se prolonge analytiquement à C\ {2} grâce à 


Ê (£) = - 


la formule Ê, = Tr ÁA; È, _>, et en déduire que 
Z — 


E= 1 f E, dz 
2im izsiz 


est une distribution tempérée vérifiant AE = ô. (Le lecteur curieux pourra 
faire le calcul explicite de £.) En déduire existence d’un opérateur 
Ai: 8&' (R”) — S'(R”) tel que AA, = id. 

b) Soit u e $' (R”). On note (u,)p» -1 sa décomposition de Littlewood- 
Paley. Montrer qu'il existe y € CE (R”\ {0} ) telle que 


Vp=0, u,= 272P y(27P D)(Au,) , 
et en déduire que, si p = 2, 


AueC°-?(R") entraîne ue C (R'). 
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c) À l’aide d’un opérateur de prolongement C°-?(B) = C? -?(R"), 
construire 49. 


B.1 Admettons le fait qu’il existe une application C® injective 
u: M >R? (pour un certain d). Montrer qu’alors, si toute métrique 
g est représentable par un u : M => R” (pour un certain N), toute métrique 
g est représentable par un u injectif (chercher u sous la forme 
(#1, u3), et utiliser le point iii) du paragraphe B.2.1). 


B.2 a) Montrer qu’on peut trouver x : C6 (R”) —R, ne dépendant que 
de |x], telle que froxo dy ='id. 


b) Soient ae C(R”), A e CAR’), À inversible. 
Considérons la famille d'applications 


u, , : R” — R définie par 


E, yY 


usy = [det AGP e? x (a0) D) a0). 


Montrer que f ue, y U, y dy => [a(x)P'A(x) A(x) (dans C) lorsque 


€ — 0. 

c) En utilisant sur M une partition de l’unité 1 = Xy À (cf. chapitre I, 
Ex. 6.1), où #;eCG(%;) ({U,} étant un recouvrement fini de 
M par des ouverts où existent des coordonnées locales), on écrit une 
métrique quelconque g = Xy 79. 

En déduire, à l’aide de a) et b), qu’on peut approcher g par des 
métriques représentables. 


B.3 a) Vérifier que v : R” = R” définie par v(x) = {X x; x}, J = k, est 
injective et vérifie (2.2.1). 


b) Montrer que si u: M — IR‘ est injective, alors v o u est injective et 
vérifie (2.2.1). 


C1 a) Soit w € R” tel que, pour un ke Z”, k #0, on ait (k, œ} = 0. 
Désignons par f l’application f : T” — T' induite par x + <k, x). Montrer 


>, ea x ra 
qu’une courbe intégrale sur T” de dÀ vérifie, pour tout #, 


f(x(t))= f (x(0)). En déduire que l’image de x n’est pas dense. 
b) Supposons au contraire (2.1.1) du paragraphe C.2.1: montrer 
qu’alors, pour toute fonction continue f :T”—R, et toute trajectoire 


x(t), À 
lim bÍ sea | fo dx. 
T 0 7” 


T-+0oo 
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(On approchera f par des polynômes trigonométriques.) 
En déduire que l’image de x est dense, en raisonnant par l’absurde. 


C.2* On suppose que w e R” vérifie 


Jr>n-l, VkeZ", k+#0, Ro) (2.11 


et on se donne s > 7. 
En répartissant les termes de la série selon un découpage dyadique des 
valeurs de |k| et de | {k, w Y|, montrer que 


È [k| | /k, wy [7 ! = Cte + 5 y 27" 2 N (2+! 277) 


k#0 P=0 i3027- >C 


où N (r, £ ) désigne le nombre de k # 0 tels que |k| <r et | <k, w| <e. 
HA 


à 


Montrer que N (r, €)€ | < Cr”-! et en déduire la convergence de la 


série. 
C.3 Prouver que la composition de deux applications douces est douce. 


C.4 Prouver que si une application est douce et linéaire, elle vérifie 
l$l =C lul, 


(avec les notations du cours). 

Les trois exercices suivants établissent une estimation douce pour la 
solution d’un système symétrique positif au sens de l'exercice C.7 du 
chapitre II. Néanmoins, les exercices C.S et C.6 peuvent être traités 
indépendamment. 


C.5* Une inégalité de Gårding faible et douce 
Sur T”, on considère l’opérateur différentiel 4 = — > ða; 4;, les 
a; étant des fonctions C ®%, à valeurs dans les Hatcher Rennes 
N x N, et vérifiant (pour un y = 0): 
vxe T”, VéeR", Sajéé;>=7y |é|?id 
ij 
(au sens des matrices hermitiennes). 


On se propose d’établir l'inégalité suivante 


Vue CT, C™)(4u, u) =$ jul? — Colu l? (+) 
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où C, est une constante ne dépendant que de y et de 
[A]: = sup sup|ôya;;(x)| . 
xeT” ijk 


a) Montrer ma (+) si les a; sont constantes (avec Co = 0, et 


ij 
y au lieu de 7 A ). En déduire que tout point x admet un voisinage ouvert 


wp dont on contrôle le diamètre à Paide de [4];,, tel que 
Vue Clw, C”) (4u, u) = 27 Lu? 


b) En utilisant une partition de l’unité X e f = ] (chapitre I, Ex. 6.1) 
adaptée à un recouvrement fini T” = (Jo x démontrer l’inégalité (+). 
j 
C.6* Estimations douces pour un commutateur 


Soit h = h(£) une fonction C”, homogène de degré m pour |é| = 1, et 
soit a e C(R”). Alors le théorème 4.1 du calcul symbolique (chapitre I) 
et le théorème de continuité L? entraînent que, pour tout seR, 
[4(D), a] applique H+” -'!(R") dans H'(R”), et plus précisément que 


= AD) al -7 D gege (D) 
j=1 i 


applique H°*"-2(R") dans H‘(R”"). On se propose d’évaluer les normes 
de ces opérateurs en fonction de a. Pour cela, on utilise la notion de 
paraproduit introduite à l’exercice A.5 du chapitre II, avec les notations 
correspondantes. 


a) Montrer que [A(D}), Ta] u = È vp, avec 


P 


v(x) = 2™ f PO)(S, -2a(x-27?7y)-S,_;a(x))u,(x— 27? y) dy, 


CE) = x (É)h(E) (où x e CS(R’\{0}) vaut 1 sur un voisinage de la 
couronne C| = [3< lé | <> 


En déduire que 


s+m-l? 


| [4 (D), Tal u| <Clal,lul 
et 


<Clal;lul.,»_2 


| (AD) TI -1 re Go)» 
j 7 J 
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où 


lal,= $ Maal. 


| aj =k 
b) En écrivant 
h(D)(au) =h(D)T,u+h(D)T,a+r: 
ah(D)u = T,h(D)u + T'yçpju € + Fa, 


montrer que, si s+ m >0, s —0, 


MAD), a] u| CClal, lul,,,21 + lelo lalm) 
1 ða ðh 
ICOS EEE o) «| = 


<C(el, lls m-2 + llo let, 


C.7* Soit L = È A; ð; +B un système symétrique positif N x N sur le 
j=1 
tore T”. (Au sens de l’exercice C.7 du chapitre IL.) 
On suppose que, pour un certain y —-0, s>0 


K(x) =} (8+ B*)G) -3 D) d,A;(x) > yI (1) 
vée S”, K(x) +s Y GA) Ej k> YI. (2) 
j,k 


En utilisant les exercices C.5 et C.6, montrer, en reprenant la question C.7 
du chapitre II, que 


Vue CT", C”), + lul? < Re (Lu, u) + C(A], + 181)? 


où C ne dépend que de y, |4], et | B||.. 


C.8 Montrons le résultat suivant: soit ua E€ C® (8 = 8,4) une famille 


b;-1 


des fonctions u,: MR telle que |u|, = M07, j=1,2, avec 
J 


bi<0 <b), dj = dj. 
Définissons v par vb;i+(1-—-v)b,=0, et a=va;+(1—-v)a: si 


a &N, 


+o 
“=f u d8 Ee C? 
0 


et 
lul, =CM. 
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a) Montrer qu’on peut se ramener au cas où 0 <a; <a, =l. 


8 +% 
b) On pose 2 = f uy d8’, wa = f ug d8'. Estimer luola, et 
(2 


80 


well a Ecrire alors 


Ju(x) -u (y)| = 10069 — va )| + |w- wV) 
= œ=)” vella + Ixy" wella 


et optimiser l’estimation obtenue par un choix convenable de 8. 


C.9 Enoncer et vérifier le théorème de Nash-Moser dans les espaces de 
Sobolev H‘(M). 

On pourra remplacer le lemme 4.2.1 (Ex. C.8) par le suivant : 

Soit (,) une famille de C°(M) telle que luel, < M(0) g”! pour 


a 
j=1,2, <0 <f), a f OREERT at | uo d0 € H5, 
1 


avec s = vs, + (1—v})s;, va, + (1 v)a)= 0. 

Remarquer que le théorème de Nash-Moser (C ® ou H’) reste vrai si les 
hypothèses (J,) et (X;,) n’ont lieu que pour a (ou s) dans un intervalle 
borné, sur lequel on explicitera les contraintes. 


C.10* En utilisant les exercices C.7 et C.9, montrer le résultat suivant : 
Soit F:T"xR" x (RY > R" une fonction CT, F= 
F(x, úu, Pi, -pP n), vérifiant les conditions suivantes : 
i) F(x,0,0)=0 
ii) Jy > 0, 


KG) =; (Z 0,04 (Z )*@0,0)) > 


(x, 0,0) = 


Bia 


-iai ðP; 


PE ə3?F 
Vées"-!, KOE Darp OO | 
J: 


; n 
pour un certain sọ > 5+ d. 


A n « . 
Alors pour un certain s,, et, pour tout s€ | 3 + d, si}, il existe un 


voisinage de W de 0 dans H° tel que, pour tout f e W, l'équation 


F (x u ou Qu f a une solution ue H". (On explicitera les 


8x)” a 


contraintes sur d et sur 5.) 
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